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Der folgende Beweis ist eine Ausarbeitung eines Beweises in Ulrich Krengel, (1998),

FEinfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik, Wiesbaden, Vieweg. Die Stirlings-
o0

che Formel wird dabei mitbewiesen. Die aus der Analysis bekannten Sitze [ exp(—%)%dz =
—0o0

V27 und der Satz von Taylor werden hingegen beweislos iibernommen. Ebenso wird der

Satz von Tschebyscheff vorausgesetzt. Statt « hm A = b“ wird manchal “A — b* geschrie-

ben. Der Satz von de Moivre-Laplace ist ein Spez1alfall des Zentralen Grenzwertsatzes. Der
direkte Beweis des Satzes stellt allerdings eine Herleitung der Dichtefunktion der Standard-
normalverteilung dar.

Der Satz von de Moivre-Laplace lautet:

Satz 1. Firp €)0,1[ und X,, ~ B(n,p) firn € N gilt:

X —
lim Pla< 22" <p)=a() - 3(a),
n=0o np(l —p)

wobei ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist (“X, ~ B(n,p) “ bedeutet
“X,, ist binomialverteilt mit den Parametern n und p “).

Zuerst wird eine Formel fiir die ndherungsweise Berechnung von Fakultéten hergeleitet.
Dazu brauchen wir die folgenden zwei Satze:

Satz 2. Wenn fir x € [a —0.5;a + 0.5] f(x) >0 und f(z) konkav ist, dann ist

a+0.5
fla)= [ f(x)de
a—0.5
a+0.5
Beweis. Es gilt, dass f(a) = [ f(a)dz =1-f(a), d.h. f(a) ist die Fliche des Rechteckes A
a—0.5

auf der Basis [a — 0.5;a + 0.5] und der Hohe f(a). Jedes Trapez auf [a — 0.5;a + 0.5], das aus
dem Rechteck A entsteht, indem man die waagrechte Gerade g durch f(a) um einen Winkel
a €] —90°,90°[ dreht und fiir # € [a — 0.5;a + 0.5] g(x) > 0, hat dieselbe Fliche wie A.
Entsprechend hat das Trapez auf [a — 0.5; a + 0.5], das oben durch die Tangente g(z) in f(a)
begrenzt ist, die Fldche von A. Zudem gilt wegen der Konkavitét von f(z) in [a —0.5; a4 0.5]

a+0.5 a+0.5
g(z) > f(x) in [a — 0.5;a + 0.5]. Somit gilt f(a) = f g(z)dr > f f(x)dzx. O
a—0.5 a—0.5



Satz 3. Wenn fir x € [a —0.5;a+ 0.5] f(z) >0 und f(z) konkav ist, dann ist

a+0.5

| twds>

a—0.5

(f(a—0.5) + f(a+0.5)).

N

Beweis. 5(f(a—0.5)+ f(a+0.5)) ist das arithmetische Mittel der Funktionswerte f(a —0.5)
und f(a+0.5), wobei £(f(a—0.5)+ f(a+0.5)) auf der Geraden g durch die Werte f(a—0.5)
und f(a + 0.5) liegt. Es gilt, dass die Fliche des Rechteckes auf der Basis [a — 0.5;a + 0.5
mit der Hohe (f(a — 0.5) + f(a + 0.5)) gleich dem Trapez auf dieser Basis ist, das oben

durch g begrenzt wird. Zudem gilt wegen der Konkavitdt von f, dass f(z) > g(z) > 0 in
a+0.5

[a — 0.5;a + 0.5]. Entsprechend gilt [ f(z)dz > 3(f(a—0.5) + f(a+0.5)) O
a—0.5

Definition 4. a ~ b genau dann, wenn lim 7 =1. §
n—oo

Satz 5. Fs gibt ein eindeutig bestimmtes T € R > 0, so dass n! ~ re n(+3),

Bewezs.
n

Inn! = Zlni

=1

Da Inz konkav und monoton wachsend ist gilt fiir k =1,...,n

k+3 k1
/ Inzdr <Ilnk < /lnwd:):
1

k-3 k
(die erste Ungleichung gilt wegen Satz 2, die zweite gilt, weil In k mit der Flidche des Recht-

secks iiber [k, k 4 1] und der Hohe Ink identisch ist. Da Inz monoton steigend ist, gilt fiir
k+1

z>klnz > Ink und damit f Inzdz > Ink).
k

Summiert man tiber 1 bis n erhilt man

”‘i‘% n+1

/ Inzdr <Ilnn! < /lnxda;.

1

[ I

Da xInz — z eine Stammfunktion von Inz ist (fir z > 0), gilt

1
(a:lnx—x)|g+2 <lnn! < (zlnz — )P, (1)

Es ist
n+i 1 1
(xlnx—x)]1+2 = <n—|—> ln(n+>—n—
2 2 2



und

(zlnz — )P = (m+Dnn+1)— (n4+1) - (~1)

Setzt man

1
dp :=Inn! — <n+ 2) Inn+n (firn>1),

so zeigt die Ungleichung (1) fiir Inn!, dass

1 1
dn > —511’15,

denn geméss (1) gilt
1 1 1.1
Inn! — )1 V4n>—=In=
nn (n+2> n(n+2)+n_ 2112

und da
1
In (n + 2> > In(n)

gilt auch

1 1

Inn!— (n + > In(n)+n>—-In—.

2 2

Zudem gilt
1 1
dy — dpi1 = <n—|—2> mtt g

denn

dn—dn+1:1nn!—(n+%)lnn+n—
Inn!l— (n+Hmn+n—Inn+ 1)+ (n+3)nn+1)—n—1=
Inn!— (n+3)lnn—Inn!l—In(n+1)+ (n+2)In(n+1) -1 =
1

—(n—l—%)lnn—ln(n—i—l) (n—i—%)ln(n —-1=

—( +%)lnn—ln(n+1)( (n+3))-1=

—(n+3)lnn—Inn+1)(-n—3)-1=
(n+3)Inn+In(n+1)(n+3)—1=

(n+3)(-lnn+In(n+1))—1=
(n+3)In ”“ -1

Schliesslich gilt

n+1

1 1 1
dn—dn+1:<n+2>lnn+ —1:/lnxdx—Q(ln(n+1)+lnn)20,

n
n

(ln(n+1)!—(n+%)ln(n—|—1)—|—n—|—1) =



n+1
denn [ Inzdz=(n+1)In(n+1) — (n+1) — (nlnn —n)
=n+1)ln(n+1)—n—-1—nlnn+n
=n+1)In(n+1)—1—nlnn
=nln(n+1)+In(n+1)—1—-nlnn.

Damit gilt dann
n+1
[ Inzdx — F(In(n+ 1) +Inn)

=nl(n+1)+(n+1)—1—nlhn—3n(n+1)—3lnn
=nl(n+1)+in(n+1)—1—nlnn—Jlnn
=n(ln(n+1-Inn))+1(n(n+1)—Inn) —1
:nln”T‘H—i—%ln"T‘H -1
=(n+35)In2L 1.

n+1
Auf Grund des Satzes 3 gilt [ Inzdz > $(In(n + 1) + Inn) und damit

n+1
1
dp —dpt1 = / In xdx — i(ln(n +1)+1Inn) > 0.

n

Also ist (dy) monoton fallend und laut (2) nach unten beschriankt. Somit konvergiert (d,,)
gegen eine (eindeutig bestimmte) Konstante C' mit

1.1
lim d, =: C > —=In—- ~ 0.34657 > 0.
Es gilt
enllmm(lnn!—(n+%)lnn+n) _ eC — lim elnn!—(n—&-%)lnn—&-n
n—oo
und mit
In l_( +l)1nn+ —Inn) n+% _( +l) n!
ety ”zn!-(e “”) et =nl-n\"T2) e = ————
n"tze—n
gilt
n!
eC = lim T E— > 0.
n—oo nn+§e—n
Mit
ri=e¢

und durch Division der Gleichung durch 7 erhélt man:

. n!
1= lim ———
n—0o0 rpNt3o—n

4



und damit

1 )
n! ~7n" 2™ mit 7 > 0.

O]

Satz 6. Seip €]0, 1[; k, Wert einer binomialverteilten Zufallsvariable X,, ~ B(n,p); x(n, ky) :=
—n z(n,kn)3 .
knan L (o, == \/np(1 —p) == \/npq) und (7\/]%) — 0 Dann gilt

1 1
P(Xn = kn) ~ ? exp(—ix(n, kn)2)7

wobei > 0 die durch n! ~ rn" 2" (Satz 3) eindeutig bestimmte reelle Zahl ist.

3
Beweis. Aus %

— 0 folgt %” — p, da mit ¢, := %” gilt:

~ (kn—np)®
x(n, kn)® = BT (3)
(nt,, — np)?

npq

Damit gilt dann laut Voraussetzung

n2
N
ny/n

= nq (tn_p)

(tn - p)3

z(n, ky)3
Vn

3_)0

Der letzte Ausdruck kann nur gegen 0 gehen wenn ¢, — p (und zwar muss t, viel schneller
gegen p gehen als dass ny/n gegen Unendlich).
Fiir k, gilt weiter:

0<k,<n,

da k, Wert einer binomialverteilten Zufallsvariable ist. Zudem gilt:

lim &, = oo,
n—oo

denn es gilt %” — p. Gédbe es ein lim k, = ¢ € R, so wire ¢ > 0, da k, > 0, fiir n € N.

n—oo
Zudem wire in diese Falle lim *» =0 # p €]0, 1[.
n—oo
Zudem gilt

lim (n — k) = oo,



denn lim (1—%”) =1—-p = lim (”_Tk") Es gilt n — k, > 0 fiir alle n € N. Wire

n—oo n—oo
lim, oo (R —kp) = ¢ mit 0 < ¢ < o0, so wére lim (”_nﬂ) =0 # 1—p €]0,1]. Damit
n—oo
gilt lim (n—k,) = oc.
n—oo

|

Danun P(X,, = ky) = (,::L)pk"q”_k" = mpk"q”_k”, erhélt man mit Satz 3 und k := k,

P =0~ e () (%) g

denn

1
n! T Tze

(n — k)!K! " T(n — k)"_k+%e—(n—k)7kk+%e—k

n"t3
a T(n—k n—k+3 pk+3
n"knk/n

7(n — k)=ky/n — kk*VE
n—k
N % k(n — k) (E)k <n—l<:> '

Damit wird dann

TL‘ k —k 1 n n k n n—k k k
e n ~ - n 5
(n— k)P 1 T\ k(n— k) <k> <n k) pa 5)
Sy S "
T\ kn—k) \ Kk n—k
Zudem gilt
n 1
~— 6
k(n—k) o, (6)
denn einerseits gilt
k ~ np,

da mit % — p gilt: nﬁ — 1 und damit k& ~ np.
P
Andererseits gilt
n—k ~ ng,

1 k

. _ . =(n—k . 1-= _

dahm"k——hm"(_)——hm1”——%3’——1.
n—oo "4 n—oo ———2 n—oo + P -p

Damit ergibt sich




Daher geniigt es, das Grenzverhalten von

-2 %)
k

zu betrachten. Sei t := t,, := 7» =: % Dann gilt ¢t — p fiir n — oo.
Durch Logarithmieren erhélt man:

Inx(n,k) = k:lnn—]f—k(n—k)lnn??k
np ng
= ntln — —nt)l
n nntJr(n n)nn—nt
p q
n(tnt—i-( t)nl—t)

und damit

1—
—1nx(n,k:):n<tlnt—|—(l—t)ln t>.
p q

Fiir die Funktion g(t) := tln% +(1—1t)ln % gilt:

1_
glp) = pln§+(1—p)ln1 b

=0

, t 1 1—-t (
gt) = In—+t——In——+(1—1¢
(1) = Ii+tg -t (11

-1
1-1¢
t 1-1¢
p q

t 1—1¢
= In—-—1In
q

)



g// (p) —

I—-p+p

Damit erhélt in p die Taylorentwicklung

9(t) = 9(0) + )0 — 1) + 56" ()b — 1) + Ra(t)

die Form

o(t) = Q;q@—t)?wg(t),

wobei R3 die Restfunktion ist. g ist dreimal ableitbar. Damit gibt es nach dem Satz von

Taylor ein & €]p,t[, so dass Rs(t) = #(t — p)3. Somit gibt es eine Konstante ¢ > 0 mit

c € R, so dass in einer Umgebung U von p fiir t € U gilt

|Rs(t)| < clp— 1]

Ein solches ¢ kann z.B. bestimmt werden durch

9" (&)
3!

,teU})

c:=max{c | ¢ :=

Aus der Voraussetzung lim % — 0 folgt wegen (3)
n—oo

lim ne(p—t)* — 0,

n—oo

Da [nR3(t)| < nclp —t*, folgt daraus

lim (nRs3(t))) — 0.

n—oo
Fiir Taylorpolynome g,(t) von f(t) in p gilt: %im gp(t) = }im f(z). Entsprechend gilt, dat — p
—p —p
fiir n — oo,

lim (—Inyx(n,k)) = lim <2;L%] (t—p)* + nR;;(t))

n—oo n—oo

und damit
n
lim (—=Inx(n,k)) = lim < t—pZ)
Jm (~Inx(n. k) = lim (5 (- p)



sowie daraus
n

lim (— In x(n, k) 200 (t — p)2> =0.

n—oo

Gemaiss analoger Herleitung zu (3) gilt die Gleichung

2 n

1
- k)2 —
2m(n, ) 50a

(t—p)°.

und damit

lim <— In x(n, k) — % (t— p)2>

n—oo q

. 1 2
= lim —lnx(n,k)—ix(n,k)
= 0.

Daraus folgt

1
1 = exp0=exp < lim <— Inx(n, k) — §:c(n, k)2>>

1
= lim exp (— Inx(n,k) — ix(n, k)z)

exp (—Inx(n, k))

B HILH;O ( exp (%CL‘(TL, k‘)Q) )

= lim ( —x(n,k) )
n—oo \ exp (%x(n, k:)z)

= lim ( x(n, k) ) :
n—oo \ exp (f%az(n, k:)Q)

Damit gilt unter der Bedingung lim,, . (%) =0

x(n, k) ~ exp (—;x(n, k)2> ,
woraus mit (4), (5), (6) und (7) folgt:

P(X, =ky) ~ L exp <—;x(n, k:)2) :

TOnp

Satz 7. Wenn X,, ~ B(n,p), dann

b
X — 1 1
lim P(a < An NP <b)=- /exp <—x2) dzx,
n—oo On T 2
a



wobei T > 0 die durchn! ~ rn™ ze™" (Satz 3) eindeutig bestimmte reelle Zahl ist. x(n, ky) 1=
k‘nO:an (o’n 1T/ A /’]’Lp(l — p) = /npq)
Beweis. Es gilt:

a < Mgb

On
— ao,+np < X, <bo, +np

und mit
an : =min{z |z > ao, +np und z € Z}
Bn : =max{z |z <boy,+npund z € Z}
gilt
X _
| o<Wy
On

= {y|an < Xu(y) < Bn}

n

firy € {0,1}" und X, (y) = Zyz
=1

Zudem gilt damit:

1

[z(n,an) —a| < —
On

[z(n, Bn) — b < !
xr\n — i
M n — O'n’

denn geméss Definition von «,, gilt z.B.:

|y, — aop, —npl < 1

und damit mittels Division durch o,

1
—_ |an aon — np|
On
QOpn — NP
= —a
On

VAN
|

Damit gilt
lim |z(n,an) —al =0
n—oo

und

lim z(n,a,) =a
n—oo

10



und entsprechend

z(n,a,)?
7\/5 0
)

NG

sowie

z(n, k)3 .
\/ﬁ

fir ay, < k < 3, denn |k — np| < |ay, — np| und |k — np| < |5, — np|.
Womit fiir a, < k < 3, die Konsequenz von Satz 6 gilt:

N\ kot L 1 2
(k)p q o eXP< 2@“(% k) >

Damit gibt es eine Folge €, — 0 so dass

(Z)pkqnfk:
1-— <
fn =T exp (—%m(n, k)2)

TOn

<l+epn

oder dquivalent

(-2 e (—patnk?) <))kt ©

TOn

1 1
< (1 + 5n) ; exp <2$(7’L, k)2> .

L exp (—l:z:(n, k:)2) entspricht fiir jedes «a,, < k < 3, der Fliche des Rechtecks auf

on 2

)
On On

k—np—0.5'k—np+0.5}

denn dieses Intervall weist die Lénge Ui auf:

k—np+0.5_k—np—0.5

On On
_  k—np+05—k+np+0.5
= -
1
Con

Zudem betrigt die Hohe dieser Rechtecke exp (—%x(n, k)z) , wobei x(n, k) jeweils die Basis

11



[h=np=05, k=np+0.5) }a1hiert, denn

On ’ On

1 /k—np—05 k—np+0.5
2( oW o >

1 (k—np—-05+k—np+0.5

a 2( On >
1 /2k—2np

N 2( On )

_ k—mp

= -

= xz(n,k)

Damit ist

o O g Lo 9

vim 3 e (g o)

eine Riemannsumme auf dem Intervall [z(n, o, — 0.5); 2(n, B, + 0.5)] und es gilt mit der Un-
gleichung (8)

Bn
1 "N\ k n—k 1
1-— n)_4in S S 1 n)_4in
(1o fn < 3 < (e R
oder dquivalent
1 X, — 1
(1—¢ca) _Ru < Pla< T”p <)< (1+2n) - Ra. (10)

Fiir n — oo geht R,, von (9) gegen
; 1
/exp <—2x2> dx,
a

denn exp (—%yﬂ) ist stetig sowie beschriankt und es gilt

z(n, B, +0.5) — b

z(n,a, —0.5) — a,

da auf Grund der Definition von a,, und 3, es reelle Zahlen 0 < m,[ < 1 gibt, so dass
ap = aop, +Np+m
Bn = boy, +np + L.

12



Damit gilt dann z.B.:

x(n, By, + 0.5)
Bn + 0.5 —np
On
bop, +np+1+0.5—np
On
bo, +1+0.5
On
l 0.5
= b+ —+ —

On On

und

lim (b—l—l-i-(lg))

n—00 On On

Durch Grenzwertbildung n — oo auf

X, —np

1 1
(1-— 5n);Rn < Pa< <bh)<(1- En);Rn

On

(s. Ungleichung (10)) folgt damit (da lim, (1 —&,) = 1)

b b
1 1 X, — 1 1
/exp ——2% ) dz < lim P(a < A <b) < /exp ——2% ) dz
T 2 n—o0 On T 2

a a

und damit folgt, was zu beweisen war,

b
X, — 1 1
lim P(a < Ln TP <b)=-— /exp (—x2> dx.
n—oo On T 2
a

O]

Um den Satz von de Moivre-Laplace zu beweisen, muss noch gezeigt werden, dass 7 = v/27.
Ohne Beweis halten wir dazu den folgenden aus der Analysis bekannten Satz fest:

Satz 8. [ exp(—32?)dz =2r

Nun kénnen wir tibergehen zu

Satz 9. Das eindeutig bestimmie 7 € R > 0, so dass n! ~ Te*”n(”‘*'%), ist mit /27 identisch,
d.h. es gilt die Stirlingsche Formel

n! ~ 27Te_”n(”+%) )

13



Beweis. Sei 1 > 0 beliebig klein. Dann gibt es ein b so dassl%2 < n (je kleiner n desto grosser
muss b sein). Wihlen wir fiir jedes 1 ein solches b, so erhilt man eine Funktion

g RT\{0} — R*"\{0}
Bn) = =b.

Gemass Tschebyscheffscher Ungleichung gilt

1
>b>§b2<77, (11)

dlr=
np(l —p)

da F <\/)%> =0und V (\;%) =1 (z-standardisierte Zufallsvariable!).
np(1—p np(1—p

Sei nun a := —b und ay,, B, wie im Beweis von Satz 7 definiert. Wie dort gezeigt gilt
z(n, o) — —bund z(n, ) — b sowie

b
X — 1 1
Plan < Xu < ) = Pobs 2 <)=L e (%)
np(1 —p) T \ 2

Da nun laut (11)

fir n € N gilt und damit

gilt

b
1 1
/eXp (—:132> dr>1-—n.
T 2

b

Zudem gilt auf Grund der Wahrscheinlichkeitstheorie

fim P(—b<-—2n= ) <

und damit ,
1 1
/exp <—x2> dr < 1.
T 2
—b

. B(n) )
(1—-n) <= / exp <—2x2> dr <1 (12)
T

—B(n)

Entsprechend gilt

14



fiir alle n > 0 und

) B(n) .
7171_%(1 —n) < lim / exp (—2x2> do < lim 1.
—B(n)
o0
Nun gilt linr(l)ﬁ (n) = oo, wobei [ exp (—32?) dx laut Satz 8 definiert ist. Damit folgt aus (12)
n— 00
durch Grenzwertbildung
o0
1
1< /exp (—2372) de <1
o0
und damit
oo

1 1

/exp <—$2) dx = 1.

T 2

oo

Da nun geméss Satz 8

o

1

/exp (—2x2) dr =27

[e.e]
gilt

T=V27

Der Satz von de Moivre-Laplace folgt nun aus Satz 7, Satz 9 sowie der

t

Definition 10. ®(t) := \/% [ exp (—32?) da (= Verteilungsfunktion der Standardnormal-

verteilung) ¢

Fiir p €]0, 1] und X,, ~ B(n,p) gilt:

X _
lim P(a < ——2_"P

Tim. N e b) = ®(b) — B(a).
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