Faktorisieren

,Faktorisieren“ bedeutet, einen Ausdruck umwandeln, um daraus ein Produkt (von Faktoren) zu
machen. z.B.
5z + Tx* = (5 + Tx).

Beim Faktorisieren verwenden wir verschiedene Methoden. Es werden einige dieser Methoden kurz
wiederholt:

Ausklammern

Die Methode des Ausklammerns macht sich die Distributitivat der Multiplikation beziiglich der
Addition zunutze:
ab+ac=a(b+c)

Beispiel 1. 1. 62° + 422 = 22%(3z + 2)
2. 223y + 32%y? — 23y? = 2%y(2x + 3y — xy)

- 2? —az" = 2" (2" — a)

3
4. (a+b)x = (a+b)y=(a+d)(x—y)
5 (a+bz+a+b=(a+b)(z+1)

b

. 2ax 4 2ay + 3bx + 3by = 2a(x +y) + 3b(x + y) = (2a + 3b)(z + )

Verwendung von folgenden polynomischen Formeln:

(a+b)? =a® — 2ab + b2

(a+0b)(a—b) =a®+ba—ba—b>=a®—b?
(a+b)% = a® + 3a%b + 3ab® + b3

a® — b3 = (a —b)(a® + ab + b?)

Beispiel 2. 1. 422 +42+1= (20 +1)2
2. 92% — 30z 4 25 = (3z — 5)?

Faktorisierung von 2% + pz + ¢

Um Formeln der Form
2+ pr+q

zu faktorisieren, ist es niitzlich, die folgende Gleichung zu kennen:
(x+a)(z+b) =2+ (a+Db)x+ab
dh.p=a+0bund q = ab.

Beispiel 3. 1. 22 +5z+6=224+ (3+2)x+3-2= (v +3)(x +2)
Sieht man nicht sofort, was a und b ist, kann man ein Gleichungssystem aufstellen:

a+b=5
ab=206

und dieses losen (fiihrt auf eine quadratische Gleichung, 2.B. mit a=5—b = (5—b)b =
5b— b2 =6=>—b%>—5b—6=0).

2. —2?+2+20=—(22—2-20) = — (22 + (=5+4)x+(=5)4) = —(z—5)(z+4) = (5—z)(z+4)
3. 312 -3z -6=3(2-2-2)=3(x—-2)(z+1)



Durch vorgingige, kreative Umformung von Formeln
Beispiel 4. 1. 222+ 924+ 7=222+22+ T2+ 7=2z(z+ 1)+ 7(z+1)=(z+1)(2z +7)
2. 23 +dr—5=2>+br—ax-5=(2>-2)+(Br—5) =222 -1)+5(@x—-1)=
=z(z+1)(z-1)+5@x—-1)=(@-)(z@@+1)+5)=(r—1)(2®>+2+5)
3. 334 + $2y2 + y4 — (334 + 2$2y2 + y4) _ $2y2 — (332 + y2)2 _ (l‘y)Q
= @+ 9" +ay)(@® + 7 —2y)

Polynomdivision
Mochte man z.B. den Ausdruck
23 + 622 + 3z — 10
(x—1)(z+2)
kiirzen, kann man versuchen 3z% — 222 + 42 + 5 durch (x — 1) oder durch (z + 2) zu teilen. Fiirs

Beispiel erhilt man (Division wie bei der Primarschuldivision von Hand):
( 3 + 622 —|—3a:—10) : (x—l) =22+ 7z +10

— 3 4 g2
T2 4 3z
— T2 4Tz
10x — 10
— 10z + 10
0

Man kann also den Ausdruck z® + 622 + 3z — 10 darstellen durch (x2 + Tx + 10) (x —1) und
man erhélt
2%+ 622+ 32 —10 (22 +72+10) (x - 1)
(z—-1)(z+2)  (z—-1)(z+2)

Den zweiten Ausdruck konnte man nun kiirzen, wobei zu beachten ist, dass sich dadurch die Menge
der Zahlen, die im Ausdruck Sinn machen, veréindert. Der Ausdruck ist nach dem Kiirzen auch
fiir 1 definiert, nicht jedoch vor dem Kiirzen.

In einem niichsten Schritt kénnte man nun versuchen, z2 + 7x + 10 durch (z + 2) zu teilen:
( x2+7x+10) : (m—|—2) =x+5

—z2 -2z
5x + 10
—5x—10

0
Man erhilt also fiir 22 + 622 + 3z — 10 die Faktorisierung

(x4+5)(z+2)(z—-1)

und durch Kiirzen erhalt man

24622 +30 10 _ (z+45)(@+2(z-1) .
(z=1)(x+2) (@ -1 (@+2)

wobei wiederum zu beachten ist, dass sich Menge der einsetzbaren Werte verindert. Wahrend
rechts alle reellen Zahlen Sinn machen, sind links 1 und -2 nicht zuléssig (Division durch 0).



Ubungen

Block 1

1.

- w

10.

© »® N o o«

3z 4 6y + 12

ar + 2ay — az

2523y? — 1022y

18x%32% — 622y%2% + 3zyz
a(r +y)+ bz +y)

a(z +y) = (z+y)

(x —y) +alr —y)

a(z+y) +blx+y) +clz+y)
alr+y)—z -y

r—xy+5—>Hy

Block 2

1.
2.

10.
.zt — 622y + 9y
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.

© P N> gt W

22 4+ 10x + 25

22 —6x+9

2?2 + day + 4y?

1 —4dx + 422

22 —x+1/4

422 + 22+ 1/4

zt — 1422 4 49
(x+y)?+2x+y)+1

(2® +9%)? —4(2® + %) +4
22 4 oMy 4 y2n

522 4 10zy + 5y>
xy? — 2xyz + x2?
22 -9

2522 — 361>

2?2 — ot

48x* — 392

zt =y

iyttt — 1

28 — o8

22— y2n

222y? — 1822

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44.

ax + ay + bzx + by

ax + by — br — ay
(@-D(y+3)—(1-2)

(z+y)* + (@ +y) (@ —y)

(a-+y—2) (@29 +32) — (-2 —y)(a—y—32)
1+a2?+ 23+t + 2% + 25

" + 2y

272" 4 p2nyn

ziny? — giny

ZBny?  AgBryB g g2ty

5x3y — bxry>
22—z —r+1
22 —2zy+y%—1
1— 22 — 42 + 222
22 +222 —x -2
(x—y)*—2?
a? —(y - 2)
(z+a)® = (y —b)?
4(2x — 5y)? — (3 — 4y)?

3 —1

2

23 +8
12523 + 64y3

$y4 - (E4y
2% —1
xy8 — 27
218 _ y12
J:3n _ y3n

23— 322+ 3z -1

8 — 12z + 622 — 23

23 + 322y? + 3zy* + ¢°

922 4 y? + 22 4 6y + 622 + 2y2
22 4+ 4y? + 922 + 4oy — 62z — 12y2



Block 3 13. x2 — 4zy + 3y?
1. 22 +5x+6 14. x2? — zy — 20y?
2. 22 —x—6 15. (z—y)?*+7(z—y)+12 (man setze z = z—y)
3.z — 6z +8 16. (x —y)* —6(z —y) — 16
4. 22 —3x—18 17. (22 + )% + 4(2? + x) — 12 (man setze

.2
5. —22 + 10z — 24 y=a"+z)

6. —22 4 11z — 30 18. (22 — )2 — 14(2? — ) + 24
7. 322 — 27x + 54 19. 622 + 152+ 6
8. 22% — 10z + 8 20. 2a% — 5z -3
9. ar?® + a(b — c)z — abe 21. 2® — Tz — 6
10. z* +32% —4 22. 2% — 13z + 12
11. z* — 1722 + 16 23. 1222 — 2z — 2
12. 22" — 12z™ + 32 24. 22° 4 32? — 23z — 12
Block 4 13. 5022 — 232
1. 48ab® + 36a3b 14. z (x2 +y? - z2) — (a:2 +y? - 22)
2. 5wb + 10w? 15. 12a* + 3643 + 27a>
3. 6az® — 3az? + 9az 16. 2u® — 8u?v + Suv?
4. a®+a® —a 17. 80a? — 120ab + 45b>
5. 2t — 25y° 18. (z —y) (22 — 22) — (z — 2) (2 — y?)
6. 9b° —4b 19. a® — b* + 2bc — ¢?
7. 252% 4 4022y% + 16y* 20. 4a3 — 4ab® — a’c + b3c
8. 44x3y® — T72%y* 21. 2% — 162
9. 4ab’c?® — 6abc® — 8a’bc 22. x* — 22%y% 4+ ¢4
10. 222 — 122 + 18 23. ac—a—bc+b—c+1
11. 18a® 4 6ab —3a — b 24. bmr +2np —dnr+n —2mp —m
12. 2f — 2% + 22 -2 25. (2a — 3b) (4a® — 19ab)—(2a — 3b) (—9b* — Tab)

Block 5 Versuchen Sie, die folgenden Briiche zu kiirzen:

1.
3z +22—-10
(x+5)
2.
1o —T7.522 -4

(250 — 2)



3.
9z — 142 + 62° — 10
x—2
4.
8x2 — 6x + 223 — 82* + 202° — 2
42 — 2
L6sungen
Losungen Block 1 11. (x +y)(a+b)
1. 3(x+2y+4) 12. (x —y)(a—10)
2 alw+2y=2) 13 (@~ D((y+3)+ D)= (- D0y+4)
3. 5x2y(5x§ ; 2) 14 (2 +1)(22)
4. 3zyz(6x°y*z — 2xyz + 1) 15, (@ ty— )2 +1)
5. (z+y)(atb)
6. (x4 y)(a—1) 16. (1+2*)(1 +2° +z*)
7. (z—y)(1+a) 17. z™(1 4 2™y)
8. (x+y)la+b+c) 18. a™y" (2y" + 2")
9. (x+y)a—1) 19. 23"y(a"y — 1)
10. (1 —y)(xz +5) 20. 22"y? (2" — 423"y + ay)
Lisungen Block 2 16. (z +y?)(z —y?)
1. (z+5)> 17. (122% + 3y) (42 — y)
2. (z—3)(z —3) 18. (2* +y°)(z +y)(z —y)
3. (x4 29)° 19. (229222 + 1)(2%y%2%2 - 1)
4 (20— 1) 20. (z* +y*)(z* —y*)
. 2L (@™ +y") (" —y")
5 (@-2) 22. (2
i . (2zy + 62)(xy — 3x)
6. (22 +§) 23. 5xy(x —y):5xy(x—y)(x+y)
7. (2 =7)? 2. (x—1)(a? —1) = (z+1)(x — 1)2
8. ((x+y)+1)? 25. (z—y)+1)((z—y)—1)
9. (22 +y?) —2)2 26. (2 —1)(y*>—1)
10. (2™ +y")? 27. (v +2)(2® - 1)
. 25, ((z ) + 2){(x ~) )
5. (ry o)y g o 30. (¢ +a) + (g = b)((x +a) - (y b))
31. (2(2z—5y)+ (3z—4y))(2(2x —by) — (3x —
14. (x+3)(z—3) 4y))

15. (5z + 6y)(5x — 6y) 32. (x— 1) (2% +x+1)



33. (v +2)(2? — 22+ 4) 39. (2" — y™) (22" + 2"y + y?")
34. (5x + 4y)(2522% — 20zy + 16y?) 40. (z—1)?

35. zy(y — x)(z? + zy + 32)

36. (22 —1)(a*+22+1) (= (*+1)(2z®—1))

37. a(y® — )(y + 222 + 1Y) (= z(y® + 42. (z+y?)?
3 y3 )

41. (2 —1z2)3

z%) 43. 3z +y + 2)2
38. (2%—y*)(a+a% +¢®) (= (2°—y®)(a+
%)) 4. (z +2y — 32)?
Losungen Block 3 13. (z —y)(z — 3y)
L (z+42)(z+3) 14. (z —5y)(z + 4y)
2 (z+2)(x=3) 15. ((z—y)+3)((z — y) +4)
3. (@=d)le—2) 16. ((z—y) —8)((x =) +2)
4 @+3@-6) 17, (2% +2) + 6)((2% + 2) — 2)
5. (x—6)(4 —x) ) )
6. (2 —5)(—6) 18. ((z* —2) = 2)((2* — x) — 12)
7. 3(z - 3)(z —6) 19. (6x 4+ 3)(x +2)
8. 2z — 1)z — 1) 20. 2z +1)(z—3)
9. a(w +b)(z — ) 21. (z+1)(2® —z —6)
10. (2% +4)(2® — 1) 22. (z—1)(2® +z — 12)
11. (22 — 1)(2® — 16) 23. 2(1—2z)(-3z—1)
12. (z" —4)(z" - 8) 24. (2z+1)(2? + 2 — 12)

Losungen Block 4

L ( 2°4+32-10): (z+5)=2—2

— 22 -5z
—2x — 10
2x + 10

0

Es gilt also
3z+a?—10  (x+5)(x—2)

= = 5
(x+5) x—2 v

(Verdnderung der Menge der zuldssigen Zahlen: 2 wird im letzten Ausdruck zulissig)

—752% + 11z —4: (252 —2) = =3z + 2
—7.52% + 6z
or — 4

Es gilt also
11z — 7.522 — 4 (=3 +2)(2.52 —2)

= = -— 2
257 — 2 257 — 2 S




(Verdnderung der Menge der zulissigen Zahlen: 2.5z — 2 = 0; 0.8 wird im letzten Ausdruck

zuliéissig)
( 6x3—14x2+9x—10) : (x—2) =6z2—-22+5
— 6a® + 1222
— 222 + 9z
222 — 4x
5x — 10
—5x+ 10
0

Es gilt also

9z — 1422 4+ 62° —10 (627 — 22 +5) (z —2)

T —2

xr— 2

= (62* — 2z 4 5)

(Veranderung der Menge der zuldssigen Zahlen: 2 wird im letzten Ausdruck zulissig)
( 20a0° —8a* +223 +82% —62—2): (42? —2) =ba® — 222 + 3z + 1

—20z° + 1023
— 8z* + 1223 + 822
8zt — 42
1223 4+ 422 — 6z
— 1223 + 6x
42 -2
— 42 +2
0

Es gilt also

20x5 — 8z + 2% + 822 — 62 — 2

(5x3 — 222+ 3z + 1) (4x2 — 2)

4o2 — 2

4o2 — 2

=52 — 222 + 3z +1

(Verinderung der Menge der zulissigen Zahlen: 422 — 2 = 0, Solution is: %\/5 = 0.70711

und—%\/i werden im letzten Ausdruck zulissig)

Losungen Block 5

1.

[\

12ab (4b* + 3a?)

- Sw?t (w? +2)

3az (222 — 2+ 3)

ca(a®+a—1)

(2% = 5y?®) (2% + 5y?)

b(9b* —4) = b (3b? — 2) (30 +2)
(52 + 4y2)°

1122y3 (42 — Ty)

2abc (2bc — 3ac — 4ab)

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.

2 (z — 3)

6a (3a*>+b) — (3a+1b)

(z—1)(2* +2)

2(5z —y) bz +y)

(> +y*—2?) (2 — 1)

3a2 (2a + 3)°

2u (u — 2v)°

5 (4a — 3b)°

-y (z+2)(z—2)—(z—-2)(+y)(z—y)

=@-y) (-2 (z+z-2-y)
=@—y)(r—-2)(z-y)



19. a? — (b — 2bc + %) =a®—(b—rc)
=(a+b—c)(a—b+c)

20. 4a (a* — b*)—c (a® — b%) = (4a — ¢) (a* — b?)
(4a —c)(a—b)(a+Db)

21. 2(z* = 81) =2 (22 +9) (22 - 9)

23. a(c—1) — b(c—1)
(c=1)(a—b—-1)



