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Mengenlehre: Einfithrung

Definition 1. z ist eine Menge genau dann, wenn es ein y gibt, so dass y € x oder v = ().
Definition 2. z ¢ z genau dann, wenn nicht x € z

Definition 3. A C B genau dann, wenn fir alle x gilt, wenn x € A, dann x € B (Teilmenge).
Definition 4. A\B ={x | x € A und x ¢ B} (Differenzmenge).

Definition 5. Wenn A C B, dann (A% = B\A) (Komplement).

Definition 6. ANB = {x |z € A und x € B} (Schnittmenge).

Definition 7. Zwei Mengen A und B sind disjunkt genau dann, wenn
ANB=10

Definition 8. AUB = {x | x € A oder x € B} (Vereinigungsmenge).
Definition 9. P(A) = {B | B C A} (Potenzmenge).

Mengenlehre: Relationen
Definition 10. (z,y) := {{z},{z,y}} (geordnetes Paar)

Definition 11. (y, z,x) := ((y,2),z) (Tripel)
(ya Zy T, T) = ((ya Z, J)), T) (4'TUpel)
(@1, ey ) = ((T1, - Tp—1), Tn) (n-Tupel)

Definition 12. A ist eine Relation genau dann, wenn fir alle x gilt, wenn © € A, dann gibt es
ein y und ein z, so dass (y,z) =«

Definition 13. FEine Relation, die nur n — Tupel enthdlt wird n — stellige Relation genannt.
Definition 14. A x B := {(z,y) | x € A und y € B} (kartesisches Produkt)
Definition 15. Jede Teilmenge von A x B ist eine , Relationen von A nach B “

Definition 16. A; x ... x A, = ((41 X ... X Ap—2) X Ap1) X Ay,

Definition 17. x A=A x...x A,
i=1

Definition 18. A" = Q A.
i=1

Definition 19. A ist symmetrisch genau dann, wenn A eine Relation ist und fiir alle (z,y) € A
gilt: es gibt ein (y,x) € A.

Definition 20. A ist asymmetrisch genau dann, wenn A eine Relation ist und fir alle (xz,y) € A
gilt: es gibt kein (y,x) € A.

Definition 21. FEine Relation A ist reflexiv, wenn es fir alle Komponenten x ihrer geordneten
Paare ein geordnetes Paar (x,x) € A gibt.

Definition 22. Fine Relation A ist transitiv, wenn fir alle (x,y), (y,z) € A gilt: (z,z) € A.

Definition 23. R ist eine Aquivalenzrelation genau dann, wenn R eine transitive, symmetrische
und reflexive Relation ist.



Definition 24. FEine Menge B von n nichtleeren Mengen X; stellt eine Zerlegung Z einer Menge
A dar genau dann, wenn gilt:
(1) X;NX; =0 firi#j und
n
2)UXi=A
i=1
(3) X; # 0 fir alle i.
Satz 25. Sei R eine Aquivalenzrelation auf die Menge A. Dann gilt: Z = {M, | M, = {y |

(z,y) € R}} ist eine Zerlegung von A.
(Wir nennen Z die R-Zerlegung von A. Gebrduchlich ist auch der Ausdruck R-Partition von A).

Definition 26. Die Elemente einer R-Zerlequng heissen ,Aquivalenzklassen“ der R— Zerlegung.

Mengenlehre: Funktionen
Definition 27. g ist der Graph einer Funktion von A nach B genau dann, wenn g eine Relation
von A nach B ist und fir alle x,y, z gilt: wenn (z,y) € g und (x,z) € g, dann z = y.

Definition 28. f ist eine Funktion genau dann, wenn es A, B und g gibt, so dass

(i) f= (A, B,g) und
(i) g ist der Graph einer Funktion von A nach B

Definition 29. A ist der Definitionsbereich von f genau dann, wenn f = (A, B,g).
Definition 30. B ist der Wertebereich von f genau dann, wenn f = (A, B, g).
Definition 31. Sei f = (A, B,g). Urbild von f :={x | (z,y) € g}
Definition 32. Sei f = (A4, B, g). Bild(f) :={y | (z,y) € g}
Definition 33. Sei f = (A, B,g). f(z) =y genau dann, wenn (z,y) € g.
Definition 34. Sei f = (A, B, g). Ist Urbild von f = A, wird f ,,Abbildung“ genannt.
Definition 35. Bei Abbildungen bedeutet die Schreibweise

f:A—>B

z— f(z),

dass A der Definitionsbereich ist (der mit dem Urbild zusammenfillt) und B der Wertebereich ist.
Die zweite Zeile gibt die Zuordnungsvorschrift an.

Definition 36. Sei f = (A, B,g). Ist Bild(f) = B, wird [ ,Surjektion“ oder ,surjektive Funkti-
on“ genannt.

Definition 37. Sei f = (A, B, g) und f eine Abbildung. Gilt fir alle (z,vy), (z,r) € g, dass y # r,
sprechen wir von einer ,Injektion “ oder einer injektiven Funktion .

Definition 38. Sei f = (A, B, g). Ist f surjektiv und injektiv, wird f ,bijektive Abbildung“ oder
,Bijektion “ genannt.

Definition 39. Fiir bijektive f = (A, B, g) definieren wir:

f7h=(B,A g7 mit gt ={(y,2) | (z,y) € g}
Wir nennen f~' die Umkehrfunktion von f.

Definition 40. Wenn zwei Abbildungen f und g denselben Definitionsbereich D haben und der
Wertebereich der Funktionen aus reellen Zahlen R besteht, so definieren wir:

f+g9:D—-R
(f +9) (@) = f(2) + g(x)

Definition 41. Wenn zwei Abbildungen f und g denselben Definitionsbereich D haben und der
Wertebereich der Funktionen aus reellen Zahlen R besteht, so definieren wir:

f-g:D—>R
(f-9)(x) == f(z) g(x)



Verwendete Zahlenmengen
e N = die Menge der natiirlichen Zahlen: {0,1,2,3,.....}
e N* = die Menge der natiirlichen Zahlen ohne die Null: {1,2,3,.....}
e N,, = die Menge der n + 1 natiirlichen Zahlen von 0 bis n: {0,1,2,3,...,n}
e N* = die Menge der n natiirlichen Zahlen von 1 bis n: {1,2,3,...,n}

e 7 = die Menge der ganzen Zahlen (Beispiel fiir eine ganze Zahl die nicht natiirlich ist: —1).

Q = die Menge der rationalen Zahlen (Beispiele fiir rationale Zahlen, die nicht ganz sind: %;
6.7777TTT7...)

e R = die Menge der reellen Zahlen (Beispiele fiir reelle Zahlen, die nicht rational sind: 7;

V2; logyo 5)
e RT = die Menge der positiven reellen Zahlen (inklusive die Null). Analog fiir Z* und Q.
Definition 42. Fiir 2,y € R ist dR?> — R; d(z,y) := \/(z — y)2 die (euklidische) Linge der
Strecke zwischen den der Zahl x und der Zahl y zugeordneten Punkten (d fir ,Distanz zwischen

x und y “ die Linge ist also eine nicht-negative reelle Zahl; die Linge der Strecke ist der Abstand
zwischen den zwei Punkten).

Satz 43. Fiir d gemdss Definition gilt:
1. d(z,y) =d(y,x) (Symmetrie)
2. d(z,y) >0
3. d(z,z) <d(z,y) +d(y,2)

Definition 44. Der Abstand zwischen zwei Punkten x := (x1,22) und 'y := (y1,y2) im zweidi-
mensionalen Raum ist der Wert der Abbildung

d:R? x R?
4%, y) = /e — 1) + (@2 — 1)’

Der (euklidische) Abstand zwischen x := (x1,x2,23) und 'y := (Y1, Y2, y3) ist der Wert der Abbil-
dung

d:R®x R?

d(x,y) = /(21— ) + (02 — 1) + (3 — ).

Allgemein ist der (euklidische) Abstand zwischen x := (x1,...,Zpn) und y := (y1,...,yn) der Wert
der Abbildung

d:R"xR* >R




Polynome

Definition 45. f ist ein Polynom (eine Polynomfunktion) genau dann, wenn

f:R—>R

f(z) == ana™ + 12" V4 .+ asz® + a1zt + ag

mit a; € R.

Definition 46.

[a,b] :={z | a <z < b} (abgeschlossenes Intervall)

la,b] :={z | a < x < b} (linksseitig offenes Intervall = rechtseitig abgeschlossenes)
[a,b] :={z | a < x < b} (rechtsseitig offenes Intervall = linkseitig abgeschlossenes)
Ja,b[:={x | a < z < b} (offenes Intervall)

Definition 47. f ist ein Polynom 0-ten Grades genau dann wenn gilt:
fR—=R
f(x)=a0, ap€R
Definition 48. f ist ein Polynom 1-ten Grades genau dann wenn gilt:

fR—=R
f(z) =ao+a1r; apa1 €R;ar #0

Definition 49. my ist die Steigung des Polynoms ersten Grades f genau dann, wenn

e 1 (@2) = flz1)
U

wobei (1, f(x1)) und (z2, f(x2)) zwei beliebige Elemente des Graphen von f sind.
Satz 50. Fiir ein Polynom ersten Grades f mit f(z) = a1z + ag ist

_ fea)—f(x)

s mf ro2—T1

unabhdngig von der Wahl von (x1, f(z1)) und (2, f(x2)
e my=aj.

Definition 51. f ist ein affines Polynome genau dann, wenn f ist ein Polynom 1-ten Grades ist
und ag # 0.

Definition 52. f ist ein lineares Polynome genau dann, wenn f ist ein Polynom 1-ten Grades
ist und ag = 0.

Definition 53. f ist ein Polynom zweiten Grades genau dann, wenn
fR—>R
f(z) = asz?® + a1z + ag

mit ag # 0.



Satz 54. FEin Polynom ersten Grades kann aus 2 Punkten (1, f(x1), (x2, f(y2)) berechnet werden
genau dann, wenn das folgende Gleichungssystem eine eindeutige Losung hat:

f(z1) = a1z1 + ao
f(z2) = a1z2 + ao
Definition 55. Fine Nullstelle einer reellen Funktion ist ein  mit f(x) = 0.

Satz 56. Ein Polynom zweiten Grades f mit f(x) = a2z? + a1 + ag hat zwei, eine oder keine
reelle Nullstellen. Ist a? — 4agaz > 0 hat es genau zwei reelle Nullstellen, ndamlich

a1 1
T2 =—— + —1/a? — dapas
2(12 2(12
—a1 \/af — 4agas
2(12

Gilt a? — 4apaz = 0, hat es genau eine reelle Nullstelle, nimlich —2“712.
Gilt a% — 4dagas < 0, hat es keine reelle Nullstelle.

Definition 57. Der Schnittpunkt zweier Funktion ist die Schnittmenge der Graphen der Funktio-
nen.

Satz 58. Fine Polynom zweiten Grades kann aus 38 Punkten (x1, f(x1)), (z2, f(x2)), (3, f(z3))
berechnet werden, genau dann, wenn das folgende Gleichungssystem eine eindeutige Losung hat:

f(z) = agx% + a1x1 + ap
flx2) = aza3 + ar122 + ao
flxs) = azal + ar1x3 + ao
Satz 59. f ist ein Polynom dritten Grades genau dann, wenn
f:R—=>R
flx):= asz® + asx® + a1z + ag
mit reellen Zahlen a;. as # 0.

Satz 60. FEine Polynom dritten Grades kann aus 4 Punkten
(z1, f(z1)), (2, f(x2)), (x5, f(x3)), (x4, f(24)), berechnet werden, genau dann, wenn das folgende
Gleichungssystem eine eindeutige Losung hat:

flxr) = agxi’ + agx% + a1z + ag
flae) = agxg + agxg + a1xo + ag
f(zs) = aga:g + a2x§ + ai1xz3 + ag

flay) = agxi + agxi 4+ a1z4 + ag

Algorithmus 61. Ndiherungsverfahren fiir Nullstellenberechnung: Sei [a,b] ein Intervall, indem

genau eine Nullstelle der in ]a, b| stetigen Funktion f vorkommt. Wir setzen a := “T'H’ genau dann,

wenn f(%E2)f(b) < 0, sonst b:= %2 und wiederholen das Verfahren, bis f(a) oder f(b) <k >0
(k ist die gewiinschte Genauigkeit).

Weitere elementare reelle Funktionen

Definition 62. f ist eine rationale Funktion genau dann, wenn es zwei Polynomfunktionen g und
h gibt, so dass

f:R\{z|h(z)=0} =R

- 9@
f(z) = h)



Definition 63. y = /= =: zw genau dann, wenn y™ =z fir x € RT;n € N\{0,1}
Definition 64. f ist eine Wurzelfunktion genau dann, wenn fir n € N\{0,1}
f:RT =R
f(@) = an
Satz 65. Ist f ein Polynom der Form
f:RT =R
flz) =="
1

mitn € N*\{1}, ist die Umkehrfunktion f~* von f eine Wurzelfunktion und zwar gilt f~*(z) = x=»
(gilt gemdss Definition)
Definition 66. Die Verkettung von f mit g ist fiir zwei Abbildungen mit

g:A— B

f: Bild(g) —» C

definiert durch

h:A—C
h(z) = f(g(x))
Satz 67. f~(f(z)) =z = f(f~'(x)).
Definition 68. Sei f: D — R eine reelle Funktion und das offene Intervall I C D C R

o [ wichst in I strikt monoton genau dann, wenn fir alle x,y € I mit x >y gilt: f(z) > f(y).

o f wdchst im offenen Intervall I monoton genau dann, wenn fir alle x,y € I mit x >y gilt:
f(@) > fy).

o f fdllt im offenen Intervall I strikt monoton genau dann, wenn fir alle x,y € I mit x >y
gilt: f(z) < f(y)-

o f fallt im offenen Intervall I monoton genau dann, wenn fir alle x,y € I mit x > y gilt:
fl@) < fy).

o Ist f in I (strikt) monoton wachsend ist oder in I (strikt) monoton fallend, nennen wir f

. (strikt) monoton .

Definition 69. f: D — R, mit offenem Intervall I C D C R. Dann ist f konkav in I genau dann,
wenn fir alle x,y € I mit y > x und die Gerade g durch (z, f(z)) und (y, f(y)) gilt. g(z) > f(z)
fir z € Jz,y[.

f D — R, mit offenem Intervall I C D C R. Dann ist f konvex in I genau dann, wenn fir alle
z,y € I mit y > = und die Gerade g durch (z, f(x)) und (y, f(y)) gilt. g(z) < f(2) fir z € ]z, y[.

Definition 70. f ist eine Exponentialfunktion zur Basis a, a € R*\{0}, genau dann, wenn

f:R—>R
f(2) = a”
Bemerkung 71. Wir nennen x in 2% den ,Fzponenten“ und 2 die ,Basis“

Satz 72.
e ~ 2.71828182845905



Definition 73.

exp(z) :=€”

Satz 74. Fir Exponentialfunktionen f und a,b > 0 gilt:

f(0) =1, denn f(0) =a® = 1.

e Bild(f) =)0, 00], denn positive Zahlen hoch irgend eine Zahl sind positiv.
o Ista > 1, dann ist f strikt monoton wachsend, denn mit a > 1 ist a® > a¥ fir x > y.
o Ist0<a< 1, dann ist f strikt monoton fallend, denn mit 0 < a < 1 ist a® < a¥ fir x > y.

o f ist konver.

o a%q¥ = g*t¥

o (a®)! = a®V
e a®b® = (ab)”
e 17=1 (= 1°=1)
e Fir eine Basis a := % mit b > 1 gilt: a* = (%)gC = % =b"".
Satz 75. Fin Kapital mit Zinseszins nach der Zeit t € N ist gegeben durch die Funktion
K:Rt =R
K(t) = Ko(1+1i)'

Innerhalb der Jahre ergibt sich durch die Formel eine gute Ndherung an die tibliche proportionale
Berechnung.

Definition 76. Fir die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion zur Basis a schreibt man:
log, : RT\{0} = R
log,(y) =z <=y = a".
Man nennt solche Funktionen ,Logarithmusfunktionen “

Satz 77. Fir Logarithmusfunktionen log, mit a > 0 gilt:

e Die Nullstellen der Funktionen sind 1, denn log,y = 0 genau dann, wenn y = a® = 1.
o Logarithmusfunktionen sind strikt monoton wachsend fiir a > 1.
o Logarithmusfunktionen sind konkav fiir a > 1.

o Ista > 1, so gilt fir x > 1 die Ungleichung log, x > 0 und fiir 0 < x < 1 die Ungleichung
log, z < 0.

o Logarithmusfunktionen sind strikt monoton fallend fir 0 < a < 1.

o Ist0 < a <1, sogilt firx>1 die Ungleichung log, x < 0 und fiir 0 < x < 1 die Ungleichung
log, > 0.

o Logarithmusfunktionen sind konvez fir 0 < a < 1.

e log,a* =z



o o8 — 4

e log,(zy) =log, x +log, y
e log, ¢ =log, z —log, y

o logezY = ylog, x

e log,a=1 (lne=1).

o Ist f(z) = g(x) genau dann gilt log, f(x) = log, g(z)

Inz

o log, = 11

Grenzwerte reeller Funktionen

Definition 78. lim f(z) = a genau dann, wenn fiir alle k > 0 gilt, es gibt ein x’, so dass fiir
r—r00

alle © gilt: wenn x > a’, dann |f(x) —a| <k

(f : D — R ist eine reelle Funktion; D ist unbeschrinkt; x,x’ € D;a € R).

Satz 79. Wenn 1Lm f(z), 1Lm g(x) € R, dann

lim (f(2) % g(2)) = lim_f(z) + lim g(z).

Tr—00 Tr—00

Satz 80. Wenn lim f(z),a € R, dann

T—00

a lim f(z) = lim (af(z))

Tr—00 Tr—00

Satz 81. Wenn lim f(z), lim g(z) € R, dann
Tr—00

r—00

lim (f(2) - g(2)) = lim f(z)- lim g(x)

T—00 Tr—r0o0 Tr—r0o0

Satz 82. Wenn lim f(z), lim g(z) € R und lim g(z) # 0, dann
T—00 T—00 T—00

o f@) _ A )
o g(@)  Tim g(a)

Satz 83. lim £ =0 (n>0,a € R).

n
Tr—00 r

Satz 84. lim a=a firaeR
Tr—r0o0
oo fir a>1
Satz 85. Fira e R: lim a® = 1 fira=1
r—r00 o
0 fir0l<a<l1

0 fir a>1
Satz 86. FiracR: lim a™* = 1 fira=1
T—00 .
oo fir0<a<l1

Satz 87. Wenn lim f(z) = oo, dann lim ——~ =0

o8]
Definition 88. ¢:= Y L ~ 2.718228182846
n=0



Satz 89. lim (1+1)" =e

Tr—00

Satz 90. lim z™ =oco0 (n>0).

Tr—r0o0

Satz 91. Fira e R: lim log,z =00 (a>1) wund lim log,z=—-00 (0<a<1)
T—00 T—00

. _ ) . _ oo fira>0

Satz 92. Wenn xlgrolo f(z) =00 und a € R:, dann xli)néo (af(x)) = { o fiira<0

oo fira<0

—oo  fira >0

T—00

Satz 93. Wenn lim f(z) = —oco und a € R, dann li_>m (af(x)) = {
xr—r0o0
Satz 94. Wenn lim f(z) = co und a € R, dann lim (a + f(z)) = o0
T—00 T—00

Satz 95. Wenn lim f(z) = —oco und a € R, dann ILm (a+ f(z)) = —o0,

Tr—00

Sat 96. lim (f(2)") = ( lim f(x))n (n € N),

Tr—r0o0 Tr—r00

Satz 97. lim /g(z) = \/IILI{:O g(x) (fir g(x) > 0)

Tr—00

Satz 98. lim of@ = ¢ 1% /@)

Tr—00

Satz 99. lim In(f(z)) = 1n(mli_>1£1o f(x) (fir f(x)>0),

Tr—r0o0

Satz 100. Wenn li_>m g(x) = —oo dann lim a9®) =0. (a>1,a €R)
xr—r0o0

Tr—r00
Definition 101. lim f(z) = a genau dann, wenn es fir jedes k > 0 ein ' gibt, so dass
r—r—00

fir alle z gilt: wenn x < o', dann |f(z) —a| < k.
(f : D — R ist eine reelle Funktion; D ist nach unten unbeschrinkt; z,x’ € D;a € R).

0 fir a>1
Satz 102. lim a* = 1 fira=1
T——00 .
oo fir0<a<l1

oo fir a>1
Satz 103. lim a % = 1 fira=1
e 0 fir0<a<1

Satz 104. lim 2" =

—oco  fiir m ungerade
Tr—r—00

oo fiirn gerade

Definition 105. lim f(z) = oo genau dann, wenn es fir jedes k > 0 ein a’ gibt, so dass fiir
r—r—00

alle x < ' gilt: f(x) > k.
(f : D — R ist eine reelle Funktion; x,x’ € D).

Definition 106. lim f(z) = —oo genau dann, wenn es fir jedes k < 0 ein ' gibt, so dass fir
Tr—r—00

alle x < 2’ gilt: f(x) < k.
(f : D — R ist eine reelle Funktion; z,2' € D).

Definition 107. Unter Umgebung eines Punktes xo verstehen wir ein Intervall |xg — k;xo + k[
mit k > 0.

Definition 108. xg € R ist ein Hiufungspunkt einer Menge D C R genau dann, wenn es in jeder
Umgebung von zy ein x € D gibt.



Definition 6: lim f(z) = a genau dann, wenn es fiir jedes k > 0 ein r > 0 gibt, so dass:
Tr—rT0o

wenn |zg — x| < r,dann |f(z) —a)| < k
(f : D — R ist eine reelle Funktion; x,2’ € D;a € R, xg ist ein Hiufungspunkt von D, k,r >
0,k,r € R).
Satz 109. lim (f(z)+g(z)) = lim f(z)+ lim g(z) fir lim f(z), lim g(z) € R
Tr—rx0o Tr—x0 Tr—rx0o Tr—rx0o

Tr—rx0o

Satz 110. lim (bf(x) =b lim f(x) fird, lim f(z) €R
T—T0o T—To

r—rxo

Satz 111. lim a = a (fir a € R)

Tr—rxo
Satz 112. lim fg(z) = lim f(z) lim g () fir lim f(z), lim g(z) € R
Tr—rxo Tr—x0 Tr—x0 Tr—rxo Tr—rxo
Satz 113. lim 2" = zy fir z,20 € R und n € N*
Tr—rx0o
Satz 114. lim &) — =’ 4, 0 und li li R
atz 114. lim o5 = Sy fir g (x) # 0 und lim f(), lim g(z) € R.

Tz

Satz 115. lim f (@) = f(xo) gilt fir Exponentialfunktionen auf R, fiir rationale Funktionen in
ihrem Deﬁng;tioxgsbereich sowie fir Wurzel- und Logarthmusfunktionen auf ]0, col.

Satz 116. Wenn IlLH;O f(x)=a und }gr(lzg () =b, dann mlingog (f (z)) =b, fira,beR (Ketten-
regel)

Satz 117. lim f(z) = }Lii%f(xo +h)

Tr—rx0o

Definition 118. hm+ f(z) = a genau dann, wenn es fir jedes k > 0 ein r > 0 gibt, so dass:
1}4)130

wenn 0 <z —xg < r, dann |f(z) —a| < k.

(f : D — R ist eine reelle Funktion; x,x’' € D;a € R; xq ist ein Hiufungspunkt von D).

Definition 119. lim f(x) = a genau dann, wenn es fir jedes k > 0 ein r > 0 gibt, so dass:
T—x

wenn 0 < zog —x < r, dann |f(x) —al < k.

(f : D — R ist eine reelle Funktion; x,x’' € D;a € R; zq ist ein Hiufungspunkt von D).

Definition 120. Fiir f: D — R ist eine reelle Funktion; x,x’ € D, xq ist ein Hiufungspunkt von
D:

hm+ f(z) = 0o genau dann, wenn es fir jedes k > 0 ein r > 0 gibt, so dass:
$—>$O

wenn 0 < x —xo < r, dann f(z) > k.

lim+ f(x) = —00 genau dann, wenn es fir jedes k < 0 ein r > 0 gibt, so dass:
I*}IO

wenn 0 <z —xo < r, dann f(z) < k.

lim f(z) = oo genau dann, wenn es fir jedes k > 0 ein r > 0 gibt, so dass:
ToT)

wenn 0 < xg —x < r, dann f(z) > k.

lim f(z) = —oo genau dann, wenn es fir jedes k < 0 ein r > 0 gibt, so dass:
T—T)

wenn 0 < g —x < r, dann f(z) < k.
Satz 121. lim % =

z—0+ %"

Satz 122. lim -+ = { +oo  fiir gerades n

n

20— —oo  fiir ungerades n

Satz 123. lim log,z =—0c0 (a>1)

z—0t
Satz 124. lim f(z) = lim f(z) = lim f(z) genau dann, wenn lim f(z) = lm f(x)
z—xgd Tz T—=To z—xgd Tz

Satz 125. lim f(x) existiert genau dann, wenn lim f(z) = lm f(z)
T—=To z—ad Ty

10



Stetigkeit

Definition 126. e cine Funktion f : D — R ist stetig in x9 € I C D genau dann, wenn
lim f(z) = f(zo) (D CR, I ist ein offenes Intervall)
Tr—rxo

o cine Funktion f : D — R ist in xg € I C D rechisstetig genau dann, wenn lim f(z) = f(xo)

+
fl’*}fl’o

o cine Funktion f : D — R ist in xg € I C D linksstetig genau dann, wenn lim f(x) = f(xg)

IA)IO

o Fine Funktion f ist im offenen Intervall I C R stetig genau dann, wenn fir alle x € I gilt:
f ist stetig in x.

e Fine Funktion f ist stetig, genau dann wenn sie in R stetig ist.
Satz 127. o f(x) =™ ist stetig in R
o Ist f(x) stetig im offenen Intervall I C R, dann ist f(x) stetig im offenen Intervall J C I.

o Wenn f(x) stetig ist im offenen Intervall I C R, dann ist f(x)", af®) stetig in I fiir

n € N\{0}.

o Wenn f(x) stetig ist im offenen Intervall I C R, dann ist log, f(x) stetig in I\{z : f(x) < 0}
fiira > 0.

o Wenn f(x) stetig ist im offenen Intervall I C R, dann ist ¥/ f(x) stetig in I\{z : f(z) <0}
fiirn € N*.

o Die Summe im offenen Intervall I C R stetiger Funktionen ist stetig in I.

e Das Produkt im offenen Intervall I C R stetiger Funktionen ist stetig in I.

g(a:; im offenen Intervall I C R stetiger Funktionen ist stetig in I\{z : g(x) =

(x

e Der Quotient
0}
Definition 128. z ist eine Nullstelle einer Funktion f genau dann, wenn f(x) =0

Satz 129. (Nullstellensatz) (i) Fiir eine stetige Funktion f : [a,b] — R mita,b € R gelte: f(a) <0
und f(b) > 0. Dann gibt es mindestens eine Nullstelle zwischen a und b.

(i) Fir eine stetige Funktion f: I — R mit a,b € I CR gelte: f(a) > 0 und f(b) < 0. Dann gibt
es mindestens eine Nullstelle zwischen a und b.

Satz 130. (Nullstellen strikt monotoner Funktionen) (i) Fiir eine stetige Funktion f gelte: f(x1) <
0 und f(xz2) > 0 und f ist im Intervall [x1,x2] strikt monoton steigend, dann gibt es genau eine
Nullstelle zwischen x1 und x2

(i) Fiir eine stetige Funktion f gelte: f(x1) > 0 und f(x2) < 0 und f ist im Intervall [z1,x2)
strikt monoton sinkend, dann gibt es genau eine Nullstelle zwischen x1 und x2

Satz 131. (Zwischenwertsatz) (i) Ist die Funktion f im Intervall § # I C R stetig, dann gilt fiir
alle x1 < g (r1,22 € I) mit f(x1) < f(x2) : es gibt fir jedes y mit f(x1) <y < f(x2) mindestens
ein x3 € [x1,x2], so dass f(x3) =y

(i1) Ist die Funktion f im Intervall § # I C R stetig, dann gilt fir alle x1 < xo (v1,72 € I) mit
f(z1) > f(x2) : es gibt fiir jedes y mit f(x1) >y > f(x2) mindestens ein x3 € [x1,x2], so dass
flzs) =y

Satz 132. Sei f in I stetig und sei c € I und f(c) > 0. Dann gibt es eine Umgebung U von f(c),
so dass f(x) >0 fir xz € U.

Satz 133. Polynom n—ten Grades haben hichstens n reelle Nullstellen (Fundamentalsatz der Al-
gebra: Jedes Polynom n—ten Grades hat genau n Nullstellen in der Menge der komplezen Zahlen).
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Steigung von Funktionen - Ableitungen
Definition 134. Sei f in xy stetig und m die Steigung der Funktion f in zq:

f(x) = f(z0)

Satz 135. Wenn f(
Satz 136. Wenn h(
Satz 137. Wenn f(
Satz 138. Wenn h(z) = af(z), dann b/ (x) = af’(z) (wenn a und f'(z) € R).

Satz 139. o Sei f in ]a,b| stetig und differenzierbar: Wenn f'(x) > 0 fir alle x € la,b], so
ist f in ]a,b] strikt monoton steigend

e Sei f in ]a,b[ stetig und differenzierbar: wenn f'(x) < 0 fir alle x € ]a,b], dann ist f in
la, b[ strikt monoton sinkend.

Definition 140. o In xq liegt ein (striktes) lokales Minimum genau dann, wenn es eine Um-
gebung U von xg gibt, so dass fir alle x € U mit x # xg gilt: f(z) > f(xo)

o In xg liegt ein (striktes) lokales Maximum genau dann, wenn es eine Umgebung U von g
gibt, so dass fiir alle x € U mit x # xo gilt: f(x) < f(xo)

o In xq liegt ein (striktes) lokales Extremum genau dann, wenn in xqo ein lokales Minimum
oder ein lokales Maximum vorliegt.

Satz 141. Sei f im offenen Intervall I zweimal differenzierbar.

e FEine Funktion f ist im offenen Interval I strikt konkav genau dann, wenn f'(x) strikt mo-
noton sinkend in I ist.

e FEine Funktion f ist im offenen Interval I strikt konvex genau dann, wenn f'(z) strikt mo-
noton steigend in I ist..

Satz 142. Sei f zweimal differenzierbar und U eine Umgebung von xq. Gilt

f'(@0) =0
f(z) <0 firzeU,

dann liegt in xo ein Maximum vor.

Satz 143. Sei f zweimal differenzierbar und sei U eine Umgebung von xq. Gilt

f(x0) =0
f"(xz) >0 firzel,

dann liegt in xo ein Minimum vor.

Satz 144. Sei f # a (a € R) auf das geschlossenen Intervall I C R definiert und stetig, so nimmit
die Funktion in I ihr absolutes Maximum und Minimum an.

12



Satz 145. FEs gilt:

@) 7@

1 | Polynome " nax” 1

2 | Konstante a 0

3 | Produkt Konstante - Funktion | af(x) af'(x)

4 | Summe von Funktionen fl@)+g() | f'(z)+ ¢ (x)

5 | Produkt zweier Funktionen f(x) gz (f'(z) - ( )+ (f(x)-g'(x))

6 | Quotient zweier Funktionen % (@) g(x[)) )(] (@)d' @)

7 | Kettenregel g(h(x)) g (h(z)) - W' (z)

8 | Logarithmusfunktion (Basis e) | Inx %

9 | Logarithmusfunktion (Basis a) | log, Tﬁm

10 | Logarithmusfunktion von g(z) | log, g(x) g(gm)(—ﬁa

11 | Ezponentialfunktion (Basis e) | e* e*

12 | Exponentialfunktion (Basis a) | a® a*lna

12 | Ezponentialfunktion (g > 0) g(x)h=) g(x)"®@) W (2) - Ing(x) + h(x) - i;/((;))
18 | Wurzelfunktionen Yaxm =gz %m(%_l) = %x(W),m eN;neN
14 | Verallgemeinerung von 14 z® sz 1, seR

Satz 146. o Sei f #a (a €R) auf das geschlossenen Intervall I C R definiert und stetig, so

nimmt die Funktion in I ihr absolutes Maximum und Minimum an

Ist die Funktion f im geschlossenen Intervall I C R stetig und ist sie dort strikt monoton
steigend, so nimmt die Funktion f an der rechten Intervallgrenze thr absolutes Mazimum an
und an der linken Intervallgrenze thr absolutes Minimum.

Ist die Funktion f in I strikt monoton sinkend, so nimmt die Funktion an der rechten
Intervallgrenze ihr absolutes Minimum an und an der linken Intervallgrenze ihr absolutes
Maximum.

Okonomische Anwendungen der Differentialrechnung

Definition 147. o Sei eine Kostenfunktion K = K, + Ky gegeben (K driickt Kosten als

Funktion der produzierten Menge aus;K, Funktion der variablen Kosten, Ky Funktion der

fizen Kosten):
Grenzkostenfunktion: K'(z) = <L (K(x))
K(z

(
Stiickkostenfunktion: k(x) = =
Man beachte: K'(x) = K| (x)

Grenzstiickkosten: k' (z) = ‘L k(z)

—

Preisnachfragefunktion: p(x)

Grenzerlds fiir die Erlésfunktion E(x) = x-p(x) (E driickt Erlés als Funktion der abgesetzten
Menge aus): E'(z) = £ E(z)
Bei konstantem Preis gilt: E'(x) = p

Grenzproduktivitit (= Grenzoutput = Grenzertrag; x(r) = Produktionsfunktion, driickt pro-
duzierte Menge als Funktion des Inputs aus): x'(r) = L (r)

dr
Durchschnittsoutput, Durchschnittsertrag oder durchschnittliche Produktivitit: T(r) = x(:)
Grenz-Durchschnittsoutput: T'(r) = drx(:)

Grenzgewinn (G = Gewinnfunktion, driickt Gewinn als Funktion der abgesetzten Menge aus):

G'(z) = LG(a).

13



Stiickgewinnfunktion: g(x) = Gg(f)
d G(z)

dz

Grenzstickgewinn: ¢'(xz) =

e Marginale Konsumgquote (= Grenzhang, Grenzneigung zum Konsum): % (C ist Konsum-
fuktion, welche den Preis des Konsums als Funktion des Einkommens Y ausdriickt).
Marginale Sparquote (Grenzhang, Grenzneigung zum Sparen,): j—g (S ist die Sparfunktion,
welche die gesparte Summe als Funktion des Einkommens Y ausdrickt).

Es gilt: Y = C(Y) + S(Y). Damit gilt: 2V =1=-%C+ %S
Damit ist dann C'(Y) <1 und S'(Y) <1

Definition 148. Eine Nutzenfunktion U : Rt — R ist neoklassisch genau dann, wenn

U'(z) >0
U"(z) <0

Definition 149. Eine Kostenfunktion K : RT — R heisst ,ertragsgesetzlich“ genau dann, wenn
K'(x) >0 in RT und es gibt in R*\{0} einen konkav-konvex- Wendpunkt

Satz 150. Sei eine Kostenfunktion K : RY — R durch K (z) = ax® + bx? + cx + d gegeben. Dann
ist K ertragsgesetzlich genau dann, wenn a > 0,b < 0,¢> 0,d > 0,b? < 3ac

Definition 151. Eine Produktionsfunktion x : RT — R heisst ,ertragsgesetzlich“ genau dann,
wenn (i) £(0) = 0. (i) es gibt ein Intervall [0,al, so dass ©' in diesem steigend und konvex ist
(positive, wachsende Grenzertrige). Es gibt ein Intervall a,b] mit x ist mazimal in b so dass x
in diesem Intervall steigend und konkav ist (positive, aber abnehmende Grenzertrige). Es gibt ein
Intervall b, c], so dass x dort sinkend und konkav ist (negative, abnehmende Grenzertrige) und
x(c) = 0.

Satz 152. Sei z: Rt — R eine Produktionsfunktion der Form z(r) = ax3 + bx?® + cx + d. Dann
ist x genau dann ertragsgesetzlich“, wenn a < 0,b>0,c¢> 0 undd =0
Folgen und Reihen

Definition 153. FEine Folge ist eine Abbildung N*— R. Fine endliche Folge ist eine Abbildung
N:— R.

Definition 154. (a,) ist eine arithmetische Folge genau dann, wenn

a1 € R
Gpt1 = 0p + b

mitb € R undn € N*.
Satz 155. Fiir arithmetische Folgen gilt:

an = a1+ (n — 1)b firn > 1.
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Satz 156. Fiir eine arithmetische Folge mit a1, an41 = an + b gilt:

n
Zai _ n(a1 + an)
, 2
=1

Satz 157. Fiir eine arithmetische Folge (a,) mit a1,an11 = an + b gilt: Ist b > 0, dann ist (a,)
strikt monoton wachsend, ist b < 0, dann ist (an) strikt monoton fallend.

Definition 158. Die Folge (a,) ist geometrisch genau dann, wenn
a1 €R
an+1 = Gnq
mit n € N* g € RT\{0,1}.
Satz 159. Ist (ay) eine geometrische Folge mit a1 und any1 = anq, dann gilt

n—1
ap = a19

mit n € N*\{1}.

Satz 160. Ist (ay) eine geometrische Folge mit a1, ant1 = anq, dann gilt

n n—1 n
_ i_ g9 —n
a; = a1q° = ai
i=1 i=0 q

Satz 161. Sei (a,) eine geometrische Folge mit a1 und a,, = qa,—_1, dann gilt:
Wenn a1 > 0 und ¢ > 1, dann ist (a,) strikt monoton wachsend.

Wenn a1 > 0 und 0 < g < 1, dann ist (ay) strikt monoton sinkend.

Wenn a1 <0 und q > 1, dann ist (a,,) strikt monoton sinkend.

Wenn a1 <0 und 0 < g < 1, dann ist (a,) strikt monoton wachsend.

Wenn a; =0 oder g =1, dann ist ist (a,) konstant.

Satz 162. Der Endwert K,, einer jihrlichen Ein- oder Auszahlung am Schluss des Jahres (nachschiissig)
eines fizen Betrages R (Rente) betrigt

(1+i)" —1

7

K,=R

vorschiissig:
I+~ -1

K,=14+9)R
i
Satz 163. Sei K, ein Kapital, dass in n Jahren fillig wird. Dann ist der Barwert B, dieses

Kapitals definiert als
K,
B,=—=.
i wird Abzinsungssatz oder Diskontierungssatz genannt.

Satz 164. Der Barwert B,, einer nachschiissigen Rente R betrdgt beim Zinssatz i und der Laufzeit
n
14+49)" -1
B, —plrid) -1
i(141)

vorschiissig:
(1+4)" -1
i(1+a)"
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Satz 165. Die Annutidtl betrdgt (nachschiissig, S Schuld; n = Anzahl Jahre; i = Zinsfuss).

S +0)"
(149" -1

Die Restschuld im k—ten Jahr betrdgt
R, =51+ i)k_l

Definition 166. Eine Folge (s,), die aus der Summe der jeweils ersten n Glieder einer Folge
(an) besteht, heisst Reihe.

Definition 167.

i35, (on) = 0

genau dann, wenn fir alle k > 0 gilt:
{a; | a; < k}| < 0.
Satz 168. Sei (a,) eine arithmetische Folge mit a1 und an41 = an +b mit b > 0. Dann gilt:

nh—)ngo (an) = oo.

Definition 169.

a3g, (o) = =00

genau dann, wenn fir alle k < 0 gilt:
{a; | a;i > k}| < o0.
Satz 170. Sei (a,) eine arithmetische Folge mit a; und a1 = an, +b mit b < 0. Dann gilt:

nlirrgo (an) = —00.

Definition 171.
lim (a,)=ceR

n— oo

genau dann, wenn wenn fir alle k > 0 gilt:
{a; | a; & Jc—k,c+ k[}| < oo
Satz 172. Fiir eine geometrische Folge (ay) mit ay = 1 und a, = an—1q sowie 0 < q < 1 gilt

lim (a,) =0

n—oo

Satz 173. Sei (a,,) eine konstante Folge. Dann gilt

n11_>rr010 (an) = a.

Satz 174. Ist a € R und lim,_, (a,) = ¢ € R, dann ist

nh_}rréo (aan) = anh_Er;o (an) = ac
Satz 175. Ist lim, o (a) = ¢ € R und lim, o (by) =d € R
dann ist
lim (a, +b,) = lim (a,)+ lim (b,) =c+d.
n—oo

n—oo n—oo
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Satz 176. Ist lim, o (an) = c € R und lim,,_,~ (bp) = d € R\{0} sowie b, # 0 fiir n € N*,

dann ist
<a_n) Climpsso (@)

fim T limnoeo (by)  d

n—oo n

Satz 177. Der Barwert einer unendlichen Rente ist % (i Zinssatz; R Rente).

1 n
lim (1 + —) =e
n—oo n

1 nm
lim (1 + —> =e™
n—o00 n

Satz 178.

lim K, (1 n i) = Kye'™
m

m—o0

Ableitungen im dreidimensionalen Raum

Satz 179. Sei f : R2 — R zweimal stetig ableitbar. Dann liegt ein Mazimum vor, wenn fiir alle

0 10
von (0,0) verschiedenen Punkte (z,y) € R? und die Matriz Hy = ( Z(l)l Z})Q ) gilt
21 N2

z (xh(l)l + yh(l)Q) +y (xh(2)1 + yth) <0.

Ein Minimum liegt vor, wenn gilt

fiir alle fiir alle von (0,0) verschiedenen (x,y) € R2.
Kein Extrempunkt liegt vor, wenn fiir manche (x,y) € R?

und fiir manche
x (xhfy + yhly) +y (zhd; + yh3,) <0
. . hlyy 2 h(l)lth*(h(b)Q 2
Satz 180. (i) Wenn h{; > 0, dann ist hY, (x + thz) + ——5—>y" > 0 genau dann, wenn
11 11
h{1h9y > (h(l)z)Q. Damit liegt in diesem Fall ein ein Minimum vor. (Begriindung: Wenn h{; > 0
h9,hG—(hY,)*
h,

0 2
ist hY; (x + h;(iy) > 0. Zudem ist in y? > 0 genau dann, wenn h{;h9, — (h(1)2)2 >0

- 1Y, ist ja positiv).
.. 0 . 0 Ky 2 h?1h827(h?2)2 2 0 7,0 0 \2
(i) Wenn hi; < 0, dann ist hY, (x + hl—[lfl> g y° genua dann, wenn h91h3, > (hYy)
e . . o 1, h3,—(hS,)?
Damit liegt in diesem Fall ein Mazimum vor (Da hY, negativ ist, muss der Zihler in %0(12)
11

o . R hs—(h95)° o -
positiv sein, damit der Ausdruck ——=5—"~y negativ ist).
11

Integrale

Definition 181. Sei I C R ein Intervall und C € R: F + C st in I eine Stammfunktion von f
genau dann wenn in I gilt:

L (F(@)+0) = f(2)
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f(z) [ f(z)dz = F(x) + C | Anwendungsbedingungen und Bemerkungen
0 C C € R (C = eine reelle Konstante)
" e neZ\{-1}
wennn € N :z,a,b € R
(azx + b)™ %-%—i—C wenn n € Z\{—-1}:2#0, ax +b#0
wenn n € R\{—-1}: >0, az+b>0
1 Inz+C x>0
© In(—z) +C r<0
= Ln(az +b)+C ar+b>0;a#0
az1+b gln(—am—b)—l—C ar+b<0;a#0
e’ e +C r€R
eaT+b %eax—kb +C a 7£ 0
a®lna a®+C r € R;a#0
T >0

Tabelle 1: Stammfunktionen einiger reeller Funktionen

Fiir Stammfunktionen schreiben wir auch:
/f(x)dx = F(x)+ C,

Satz 182. Es gelten folgende Zusammenhdnge:

[a-f(x)dr=a- [ f(z)dx
J(f(x) £ g(@))dx = [ f(z)dz £ [ g(x)dx

Definition 183. (des bestimmten Integrals):

n—00 n n

b n
/f(a:)da: = lim [b_aZf(a—l—ib_a)
s i=1

(fiir © € [a,b], a,b € R mit f(x) >0, f stetig und beschrinkt)

Satz 184. [ f(x)dz =0, ceR
c

b a

Satz 185. [ f(x)dz =— [ f(z)dz ,a,beR
a b
b b

Satz 186. [cf(z)dz =c [ f(z)dx ,a,beR

Satz 187. fb(f(a:) +g(x))dx = [(f(z)dx + fbg(m))da:, a,beR

Satz 188. Mit
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qgilt:

: a(
G0 =5 | [ 1| = s

(Manchmal 1. Hauptsatz der Integralrechnung genannt).

Satz 189. (Hauptsatz der Integralrechnung)
Wenn F eine Stammfunktion von f mit f(x) >0, f stetig und beschrinkt, a,b € R gilt

b
/ f(x)dz = F(b) - F(a)
Definition 190. F(x)|Z = F(b) — F(a)

Satz 191. (Partielle Integration) Sei I eine Intervall mit den Grenze ¢,d € R, so das ¢ # d. Seien
f und g differenzierbar auf I mit stetigen Ableitungen f' und g'. Dann gilt fiir alle a,b € I:

(mit F'(z) = f(x) und G'(z) = g(x))

Satz 192. (Substitutionsregel, Fassung 1) Sei I eine Intervall mit den Grenze ¢,d € R, so das
¢ # d. Sei J ein Intervall mit den Grenzen e,h € R, so dass e # h. Seien f : I — R stetig und
g : J — I stetig differenzierbar auf J. Sei Bild(J) C I. Dann gilt:

g(d) d
/ f(@)dz = / Fa(t))g' (1)t
) c

g(c

Satz 193. (Substitutionsregel, Fassung 1) Sei I eine Intervall mit den Grenze ¢,d € R, so das
¢ # d. Sei J ein Intervall mit den Grenzen e,h € R, so dass e # h. Seien f : I — R stetig und
g : J — I stetig differenzierbar auf J. Sei g(J) = I. Dann gilt: Wenn g eine injektive (und damit
umkehrbare) Abbildung ist, gilt:

b g 1 (b)
/ f(@)dz = / Fla(t))g' (1)t
a g~ 1(a)

Definition 194.

[ o= jim / f(@)de
d

/ f(z)dx = Cgr_noo f(z)dz
- . ’
/ f(z)dz = dli_>ngo/f(a:)da: —l—cligloo/f(a:)da:
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Finanzmathematik (Integralrechnung)

Endwert eines Kapitals bei stetiger Verzinsung:

K(t) = Ko(1+1)"
Ko = Anfangskapital
i € [0,1] = Zinssatz
t € R = Laufzeit

Barwert eines Kapitals bei stetiger Verzinsung:

K
Kgp(t) = A+
K = zu t anfallendes Kapital
i € [0,1] = Zinssatz

t € RT = Laufzeit

Endwert einer Rente bei stetiger Verzinsung:

(1+4)t -1

i
R = Rente pro Jahr

i € [0,1] = Zinssatz
t € R = Laufzeit

K(t)=R

Barwert einer Rente bei stetiger Verzinsung:

1+t -1
i(1+4)t

R = Rente pro Jahr
i € [0,1] = Zinssatz
t € RY = Laufzeit

Kp(t)=R

Endwert eines durch die Funktion f gegebenen stetigen Finanzflusses (Integral von f in Inter-
vall driickt Finanzfluss in diesem Intervall aus):

b
K(b) = M/m) (1+4) dt
0

f = Finanzflussfunktion
i € [0,1] = Zinssatz
b € RT = Dauer des Finanzflusses

Barwert eines durch die Funktion f gegeben stetigen Finanzflusses (Integral von f in Intervall
driickt Finanzfluss in diesem Intervall aus):

. b
Kﬂw:mg+0/dfbﬁ

0
f = Finanzflussfunktion
i € [0,1] = Zinssatz

b € RT = Dauer des Finanzflusses
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Optimale Dauer einer Investition

er(T) = ck(T) — L'(T) + L(T) In(1 + )
T = Dauer der Investition
r(t) = Erlosflussfunktion (driickt Erlos als Integral
der Funktion in Intervallen aus)
k(t) = Kostenflussfunktion (driickt Kosten als
Integral der Funktion in Intervallen aus)
L(t) = Verkaufserklosfunktion der Investition
e In(1 .—&— i)
i
i € [0,1] = Zinssatz

Lineare Funktionen und Matrizen

Definition 195. Sei (z1,...,x,) ein n— Tupel oder seien die x; die ersten n Glieder der Folge (x),
dann gilt:

n
in =T+ T2+ ...+ Tp_1+Tn
i=1

Satz 196. Fira e R gilt:

n n
Z ar; = a Z X,
=1 =1
Satz 197.

n n n
@it u) =) wi+ > v
i=1 i=1

i=1
Definition 198. Gilt (z1,...,2,) = (a,...,a) mit a € R so schreiben wir

Satz 199.

Definition 200. (Multpliplikation eines Vektores mit einer reellen Zahl)

Z1
Sei : € R™ und a € R, dann ist
Tn
1 axy
a =
T axy
Z1 1
Definition 201. Sei , € R"™, dann ist
Tn Yn
1 (% 1+ Y1
. I . _ :
Tn Yn Tn +Yn

21



Definition 202. FEine Abbildung f : R™ — R™ fiir n,m € N* heisst ,linear“ genau dann, wenn

flaz) = af(z)
flz+y) = f2)+ fy)

firaeR
Satz 203. Funktionen

f:R* = R™
n
> a1T;
1 j=1
f =
x n
" > AmiTj
j=1

mit a;; € R sind linear.

Definition 204. der Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor:
n

PORUVES
aixr ... Qin x j=1

a oea T
ml mn n A Tj

.
it:

Satz 205. Die Multiplikation einer (m,n)—Matriz mit einem n— Vektor definiert eine lineare
Funktion f: R™ — R™ mit f(x) = Ax.

Definition 206. Vektoren, die bis auf eine Zelle i nur Nullen aufweisen und die in der i — ten
Zelle eine 1 aufweisen, werden FEinheitsvektoren genannt. Wir kiirzen sie ab durch e;. Wenn die
Anzahl n der Komponenten des Vektors erwdihnt werden soll, schreibt man e}

Satz 207. Seien A und B zwei (m,n) — Matrizen, welche die linearen Abbildungen f und g
definieren. Dann gilt:

f(x)+9(x)=(A+B)x
wobei A + B definiert ist durch a;; + bi; fir 1 <i<m;1<j<n.

Satz 208. Fiir eine Matriz A, welche die lineare Funktion f festlegt, und eine reelle Zahl b gilt:
bf(x) = (bA)x

wobei bA. durch ba;; fir alle 1 <i <m,1 < j < n festgelegt ist.

Definition 209. Fine Matriz, die als Komponenten nur 0 enthdlt, heisst Nullmatrixz. Sie wird
durch O abgekiirzt. Wird die Nullmatriz mit einer (m,n) — Matriz addiert, gehen wir gewéhnlich
stillschweigend davon aus, dass O eine (m,n) — Matriz ist.

Satz 210. Fir k,r € R und (m,n) — Matrizen A,B,C, O gilt:

A+B=B+A
A+B+C)=(A+B)+C
kE(rA) = (kr)A
k(A +B)=kA + kB
(k+r)A=kKA+rA

A+O0O=A=0+A
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Satz 211. Sei B eine (k,m)—Matriz und A eine (m,n) —Matriz so dass
h(x) = B(Ax).
Dann gibt es eine (k,n) —Matriz C, so dass
h(x) = Cx.
Diese Matrix ist bestimmt durch .
Cij = Z bia,
=1
Definition 212. Fir die (k,n) —Matriz C, so dass
C(x) = B(Ax)
mit einer (k,m)—Matriz B und einer (m,n) —Matriz A, schreiben wir
C = BA.

Wir nennen C das Produkt der Matrizen A und B (in dieser Reihenfolge). Wir sagen, dass C
mittels Matrizmultiplikation von A und B resultiert.

Definition 213. FEine (n,n)—Matriz A wird ,quadratisch® genannt. Wir verwenden dafiir oft
das Symbol A,, oder A,

Fine quadratische Matriz mit a;; = 0 fir i # j wird ,Diagonalmatriz“ genannt.

Fine (n,n)— Diagonalmatriz mit a; = 1 fiir alle 1 < i < n, wird ,Einheitsmatriz“ genannt. Wir
kiirzen sie ab durch E (oder durch E,)

Satz 214.
AE =A =EA

Satz 215. Fir a € R und fiir geeignete Spalten- und Zeilenanzahlen aufweisende Matrizen A, B
und C gilt:

(AB)C = A(BC)

a(AB) = (a¢A)B = A(aB)
AB+C)=AB+ AC
(A+B)C=AC+BC

Definition 216. Fine Matriz B mit BA = E wird ,inverse Matriz von A “ oder ,die Inverse
von A “ oder ,,Umkehrmatriz von A “ genannt. Wir kiirzen sie ab durch A='.

Satz 217. Existiert die Umkehrmatriz einer Matriz A, welche die lineare Funktion f definiert,
dann wird durch die Umkehrmatriz A~ die Umkehrfunktion f~! von f definiert, d.h. es gilt
F) = A lx

Definition 218. Fine Matrix, die von links her in Zeilen Nullen aufweist oder als erste von
Null verschiedene Zahl eine 1, so dass (a) unter und iber dieser 1 in der Spalte jeweils nur Nullen
vorkommen und (b) in der Teilmatriz links unterhalb dieser 1 nur Nullen vorkommen, wird ,Matriz
in Zeilennormalform “ genannt.

Satz 219. Jede Matriz kann mittels der Addition einer Zeile zu einer anderen Zeile und mittels
der Multiplikation einer Ziele mit einer von 0 wverschiedenen reellen Zahl in Zeilennormalform
umgewandelt werden.

Satz 220. Sei (A', V') die Zeilennormalform der erweiterten Matriz (A,b), die dem Gleichungs-
system Az = b entspricht, und bei dem A eine (m,n)— Matriz ist:
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e Besteht A’ nur mehr aus paarweise verschiedenen Einheitsvektoren, so weist das der Matriz

entsprechende Gleichungssystem genau eine Lisung auf (die Bedingung impliziert, dass A
quadratisch ist).

o Gibt es eine Zeile i von A’, so dass a;; =0 fir 1 < j <n und ist b; # 0, dann hat das der
Matriz (A,b) entsprechende Gleichungssystem keine Lésung.

o Tritt keiner der beiden obigen Fille ein, gibt es unendlich viele Lésungen.
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