Inéquations

R est I’enemble des nombres réels positifs avec 0.
R~ est ’ensemble des nombres réels négatifs.

Definition 1. Pour a,b € R :

a > b si et seulement si a —b € RY und a # b.
a > b si et seulement sia >b oua =>b.

a <b siet seulement si b > a

a < b si et seulement si b > a

Sans démonstrations nous retenons :
Théoréme 2. Pour tous les nombres réelles x on peut affirmer : v € RT oux € R™.
Théoréeme 3. x € Rt si et seulement si x > 0.
Théoréme 4. x € R™ si et seulement si x < 0.
Théoréme 5. Pour tous les nombres réels x,y on peut affirmer : x>y oux <y oux =1y
Théoréme 6. Six >y ety > z, alors x > z (transitivité)
Exemple 7. 8 > 5 et 12 > 8. Alors 12 > 5.
La transitivité est tout aussi valable pour ”<”.
Théoréme 8. Six >y on peut retenir pour tous les nombres réels z : x +z >y + z

Démonstration. Nous supposons que x > y. Alors © —y > 0. Avec cela : z + 2 — 2z — y
x+z—(y+z)>0,carz—z=0. Ainsi : x+2z>y+z

O

Exemple 9. 8 > 5. Avec cela : 8+3>5+3
On peut de plus affirmer : Si x < y, pour tous les nombres réelles z : x + 2 < y + 2
Théoréme 10. Sixz >y et z >0, alors : xz > yz

Démonstration. x > y = x —y > 0. Nous supposons que z > 0. On peut affirmer z(x —y) =
zx — zy > 0, car le produit de nombres positifs est positif. Ainsi : zz > zy O

Exemple 11. 5> 3 et 8 > 0. Ainsi : 5-8 > 3-8
De plus on peut affirmer : Si z <y et z > 0, alors zz < yz.
Théoréme 12. Sixz >y et z <0, alors xz < yz

Démonstration. Nous supposons que z > y et z < 0. Ainsiz—y > 0et z(x—y) = zz—2y < 0, car
le produit d’un nombre positif et d’'un nombre négatif est négatif. Par conséquent : zx < zy. O

Exemple 13. 5 >3 et —8 < 0. Ainsi 5- (—8) < 3-(—8)
De plus on peut affirmer : Si x < y et z <0, alors : xz > yz
Théoréme 14. Sixz >y >0 et c>b >0, alors xc > yb

Démonstration. Selon la supposition : x —y > 0 et ¢ —b > 0. Avec cela : xc > xb et b > yb et
par conséquent a cause de la transitivité : xzc > yb. O

Pour finir encore quelques théorémes sans démonstrations :
Théoréme 15. a > b > 0 si et seulement si a™ > b" (pour n > 0)

Exemple 16. 5 > 3. On peut en déduire : 5° > 3°.



Théoreme 17. a > b > 0 si et seulement st a™™ <b™"  (pour n > 0)

Exemple 18. 5 > 3. On peut en déduire : 57° < 37° (57° = 5%, = 0.00032; 37° = 3%, =
0.0041152)

Théoreme 19. a > b > 0 si et seulement si log,a > log,b  (pour ¢ > 1)

La fonction logarithme de base ¢ supérieure a 1 est strictement croissante. Pour 0 < ¢ < 1 la
fonction logarithme est strictement décroissante.

Théoreme 20. 5> 3 : On peut en déduire : In5 >1n3 (In5=1.6094; In3 =1.0986)
Théoreme 21. © < y si et seulement si a® < a¥ (a>1)

Exemple 22. 3 <5 : On peut en déduire : 4> < 4°> (a>1)

Théoreme 23. © <y si et seulement si a™* >a™¥ (a>1)

Exemple 24. 3 <5 : On peut en déduire : 473 > 47° (car 473 = 5 = 0.015625 et 47° = 5 =
0.0009765 6)

La valeur absolue d’un nombre

a sta>0

Definition 25. |a| := { 4 sia<0

Exemple 26. 22| = 22, car 22 > 0 et avec cela |22| = 22
|—22| =22, car —22 < 0 et avec cela |—22| = —(—22) = 22.

Exemple 27. |z — 4|

Nous devons étudier différents cas : soit : x —4 > 0, soit t —4 < 0.

Pour le premier cas x — 4 > 0, on peut affirmer |z — 4] = . — 4,

Pour le deuziéme cas x —4 < 0, on peut affirmer |v — 4| = —(x —4) =4 —x

Théoréme 28. |a| >0

Démonstration. Si a > 0, on peut affirmer selon la définition |a| = a > 0.
Sia < 0, on peut affirmer selon la définition |a|] = —a. De a < 0 on peut déduire, —a > 0. Ainsi
la| = —a > 0. Par conséquent |a| > 0 est valable pour tous les cas. O

Théoréme 29. |a —b| = |b — q|

Démonstration. cas 1 : Nous supposons que a — b > 0. Alors |a —b| = a —b. De plus : b —a < 0.
Aveccela: |b—a|=—(b—a)=a—0.

cas 2 : Nous supposons que a — b < 0. Alors |a —b| = —(a —b) =b—a. De plus : b—a > 0. Avec

cela: [b—al=b—a.

cas 3:a—b=0. Alors b —a = 0 et selon la définition : |a —b| =0 = |b — qa| O
|a — b| mesure la distance entre a et b. Car |a — 0| = |a|, |a| mesure la distance entre a et

Porigine.

Théoréme 30. |a+b| < |a] + |b]

Démonstration. On peut affirmer : a,b>0oua,b<0oua>0etb<0,oub>0eta<0.
cas 1:a,b>0. Alors |a] = a et |b] =b. De plus a + b est en tant que somme de nombres positifs
un nombre positif. Ainsi: |a +b| =a+ b= |a| + |b| et par 1a aussi |a + b| < |a| + |b].

cas 2 : a,b < 0. Alors |a| = —a et |b] = —b. De plus a + b est un nombre négatif. On peut en
déduire : |a +b| = —(a+b) = —a + (=b) = |a| + |b| et par 1a aussi |a + b| < |a| + |b].
cas 3:a >0 et b<0.Par conséquent |a| = a et |b] = —b.

Si(i) a+b>0alors |a+b| = a+b. De plus a + b < a, car on peut déduire de b < 0 et a > 0 :



a+ b < a. Puisque —b > 0, on peut de plus affirmer a + (—b) > a, car de —b > 0 et a > 0 résulte,
—b+a>a. Aveccela: |a+bl=a+b<a< —-b+a=|a|+ b et ainsi |[a + b < |a| + |}].

Si (i) a+b < 0, alors |a + b = —(a + b) = —a+ —b. De —a < 0 résulte —a + (—b) < —b. Comme
lal, |b] > 0 on peut affirmer —b = |b| < |a| + |b|. Avec cela: |[a+b = —(a+b)=—-a+-b< b=

[b] <la| + 0] .

A partir de (i) et (ii) on peut dire : pour le cas 3 I'inéquation est valable. .
Le cas 4 se prouve de la maniére que le cas 3. Ainsi I'inéquation est valable pour tous les cas. O

Exercices

1. Calculer :

)
)
) Tz —5< 30
) —4x+16 <0
) =6z —6>0
) 5+1>0
(g) 3x+7< 13+ 2z
(h) Tz —6> 8
) 2— 45 >2(7—x)
) 132 —5 < 8z +15
) 3(x—3)<b5—-2(—z+1)
) 5—32 <3- 22
)

3x < 2(6—2) (fir x € Q1)

2. Calculer :

—~

a) L —a <7

(b) —9z — 8 < 16 — 3

(c) L +4>z-1

(d) 24(z+2)+7(5 —x) > 117
e) 3(x+5)>21-2(3—1x)
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) 1242z —1) <0
g) fr+2z<2(x—1)
) 751 <4

—~ o~
=

(i)
() 25 <z—1
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243 <1
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|z — 5 > 10

|t —1]+3 <5
4+ /<10

2z +2] <32
5z > /x4 12
(x—4)(xz+5)<0
22—-1>0

or —8< 2
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) |l +3]>7
(q) 4z —1] >4

) lz—1>0

) |22 >0

)

)

)

3. Aupres d’une entreprise de voiture de location A une voiture coiite 80 DM de taxe de base
et pour chaque kilometre parcouru 0.56 DM. Le méme type de voiture coute aupres de
I'entreprise B par jour 75 DM et par kilometre 0.58 DM. Quelle entreprise est meilleur
marché & partir de quelle quantité de kilometres parcourus?

4. Examiner si I’énoncé suivant est vrai : dans chaque triangle la moitié du périmetre du triangle
est plus grande que le coté le plus long du triangle.



Solutions

1. On obtient :

(a
(b
(c
(d

)
)
)
)
(e)
(f) §
(g)
(h)
(i) 2
()
(k)
1 5

(m)

(n)
(0)

8r—24< 0 =8z <24 =2 <3

dr+3>211l =4 >8=—1x>2

Tt —5<30=Tr<35=1x<5H

—4r+16<0= 4 < —-16=2x >4

—6r—-6>0=—= —6r>6—12< -1

EH+1I>0=5>-1=z> -2

3x+7<13+2x:>x+7<13:>x<6

Tx —6>8% — 142 — 12> 8 = 62 > 12 = 2 > 2
>2(7 r) = 2—%& > 1420 = 20—z > 140—20z = 192 > 120 = 2 > 2

13x—5<8x+15:>5x<20:>x<4

3x—3)<b—-2(-24+1)=32x-9<b5+2x—-2= 2 <12

— 32 32y = 10590  B3°85 105 — 92 < 63 — 357 = 260 < —42 => 7 <

i
13

r<206—12),reQf] =30 <24—4do = Ter <24 =2 < 24/7T= L =0,24/7]N
* (domaine nombres rationnels!)
T <

26— )z €N] = 30 < 24 — 4y = To < 24 = x < 24/7T = L = {0,1,2,3}

—£1 > 0; (domaine de définition : R\{1})

z—1>00ouz—1<0ouxz—1=0 (le dernier cas pas vraiment (division par 0, voir
domaine de définition).

cas 1 :x—1>0(=z>1):

alors : z > 0. En tenant compte des conditions : z > 1.

cas 2:x—1<0(==xz<1):

alors : < 0. En tenant compte des conditions : < 0.

On obtient S ={z:x <0ouz > 1} =] —00,0[ U ]1,00[ = R\[0, 1]

771 > 0; (domaine de définition : R\{—1})
z4+1>00ouz+1<0oux+1=0, dernier cas pas possible (division par 0)
cas 1 :x+1>0 (= = > —1 (a cause du domaine de définition)) :

alors : z > 0. En tenant compte des conditions : z > 0

cas2: x4+ 1<0(=x<-1):

alors : z < 0. En tenant compte des conditions : x < —1

On obtient : S ={z: 2z < —1ouz > 0}

2 <.

fl?domaine de définition : z +3 = 0 = = = —3 n’est pas permis (division par 0).
Alors D = R\{-3}

(2)z+3>00ouz+3=00uxz+3<0.2z+3=0n’est pas admissible (division par
0). Alors deux cas :

(3)cas 1 :x+3>0= x> -3

wlc.o @wlw

f—_& <1 (multiplier par z + 3) :
2e<1-(z+3) additioner —z : 2 < 3

En tenant compte de x > —3 et de x < 3 : S1 =] — 3, 3|
(4) cas 2 :2+3<0=2z< -3

2L <] (multiplier par x + 3) :

20 >1-(z+3) additionner —x

>3

En tenant compte de x < —3 et de x> 3 : Sy =0
(5) S =851US2=]—-3,3]



(r) £ > 0.5 (domaine de définition : R\{1})
casl:z—1>0(=x>1):
alors: z+1 > 0.52—0.5 = 0.5z > —1.5 = = > —3. En tenant compte des conditions :
z > 1.
cas2:z—-1<0(=uxz<1):
alors: z+1 < 0.52—0.5 = 0.5z < —1.5 = x < —3. En tenant compte des conditions :

z< -3
S={z:z>1oux< -3}
(s) |z —5]>10

Selon la définiton de la valeur absolue :
Siz—52>0,alors [t —5|=2—-5
Siz—5<0,alors |z — 5| = —(xz —5).
cassl:z—5>0=x>5
Deplus: |z —5|=2—-5>10 = z > 15.
En tenant compte des conditions : x > 15.
cas2:x—5<0=2ax<5H
deplus: |z —5|=—(x—-5)=—2+5>10= -2 >5 =z < —5.
En tenant compte des conditions : x < —5.
S={z:z<-50uz>15}

(t) lr—1+3<b=lz—-1<2
Selon la définiton de la valeur absolue :
Siz—1>0,alors [z —1|=2—1
Siz—1<0,alors |z — 1| = —(z —1).
cassl:z—1>0= x> 1.
Deplus: |z —1|l=2-1<2= 2 < 3;
En tenant compte des conditions : 1 < z < 3.
cas2:z—-1<0=ux<1

Deplus: |z —1l=—(z—-1)=—2+1<2=12>—1,;
En tenant compte des conditions : —1 <z < 1
S=]-1,3]

(u) 44++/z < 10 (domaine de définition {z : © > 0}) = /z < 6 = = < 36 = S = [0, 36|
(V) 2lz+2|<32=|z+2|< 16

Selon la définiton de la valeur absolue :

Siz+2>0,alors [+ 2| =2+ 2

Siz+2<0,alors |+ 2| = —(z +2).

casl:z+2>0=x > —2

Deplus: [z +2|=2+2<16 = z < 14;

En tenant compte des conditions : —2 < z < 14

cas2:x+2<0=—=uax< -2

deplus: [z 4+2|=—(2+2)=—2-2< 16 = -2 <18 =z > —18§;
En tenant compte des conditions : —18 < z < —2
5 =] —18,14]

(w) 5y/x > /x + 12 (domaine de définition : {z : z > 0}) = 4y/x > 12 = /z > 3 =
xr>9=S5=19, 0]

(x) (x —4)(x +5) < 0= 22+ 2 —20<0. zéros : —5,4. f(0) =024+0—20=—20< 0.

S =]—5,4].
(y) 22—12> 0. zéros —1, 1, et p.ex. f(2), f(—=2) et f(0) avec f(z) =22 1. S ={r:2 < -1
ouzx > 1}

(z) br—8<2=br<10=2<2
2. On obtient :

() /2 —zrz<T=—-2r<Ud=Tr<1ld=2<2



(b) 92 -8<16 -3z = —6r<2d=—12>—4

() +4>2-1=32+8>22—-2= 2> -10

(d) 24(x+2)+7( ) >117T=24z+48+35—-Tx > 11T= 1Tz >34 =z > 2
(e) 3(x+5)>21-2B8—-2) =3zx+15>21—-6+2x =2 >0
(f)

)

) 3

f) 1242(z—-1)<0=1242z-2<0=2r< -10= 2 < =5
(g ga:+2x<2(x—1):>4x+18x<18x—18:>4a:<—18:>x< —4.5

(h) %5 <4 (domaine de définition : R\{1})

casl r—1>0=xz>1):

alors:x<4x—42—3a:<—42x>%.En tenant compte des conditions:x>§
cas2:x—1<0(=a<1):

r>4dr -4 = -3z > 4:x<— En tenant compte des conditions : z < 1
S={z:z<louz>3}

(i) (’C'H) >z + 1 (domaine de définition : R\{1})
casl x—1>0(:>:v>1)
alors: (x+1)2> (z—1)(z+1) = 2?4+ 22+1>2? - 1=22>-2= 2> 1. En
tenant compte des conditions : & >1
cas 2 : x—1<0(:>x<1):
alors: (z+1)?<(z—-1)(z+1) =2’ +22+1<2’-1=22<-2=12<-1.En
tenant compte des conditions : x < —1
S:{x'x>1oux§—1}

() 4“_1 < x — 1(domaine de définition : R\{—1/4})
casl:4dx+1>0(= x> —1/4):
alors : 4% < (dz+1)(z—1) =422 <42’ -32-1=0< -3z-1=3r < -1 =
xr<—1/3
En tenant compte des conditions : il n’existe pas de x, qui remplit les conditions.
cas2:4dx+1<0(=x < -1/4):
422> (dre+1)(r—1) = 42> >42> -32-1=0>-3r - 1= 32> 1= 1>

-1/3.
En tenant compte des conditions : —% <z < —i
1.1 _1
s=]- 4,1l
(k) gﬁJrg < 1 (domaine de définition : R\{—2})

cas1l:2x4+3>0(= x> -3/2):
alors : 2x — 3 < 2x + 3 = —3 < 3 = satisfait par tout x.
En tenant compte des conditions : x > —3/2.
cas 2: 2x +3 < 0(=x < —3/2):
alors : 2z — 3 > 2x + 3 = —3 > 3. Aucun z satisfait la condition.
En tenant compte des conditions : aucun x satisfait les conditions.
S =]—3/2,00]

1) gﬁﬁ > 1 (domaine de définition : R\{—3/2})
cas1:2x4+3>0(= x> -3/2):
2x —3 > 2x 4+ 3 = —3 > 3. Aucun x satisfait la condition.
En tenant compte des conditions : Aucun x satisfait la condition.
cas 2:2x +3 < 0(=x < —3/2):
2z — 3 < 2x+ 3 = —3 < 3 = tous les x satisfont la condition.
En tenant compte des conditions : x < —3/2.

S =] - o0, —3/2]

(m) 2(x7 2 < 2”” 5 (domaine de définition : R\{—2})
cas 1 : x+2>0(:>x> -2):
2(x — 2)(z + 2) < 1422 = 22% — 8 < 1422 = —122% — 8 < 0. zbros : pas de zéros

réels. f(0) = —8. Tous les x satisfont 'inéquation. En tenant compte des conditions :




T > —2.

cas2:x+2<0(= 2 < -2):

2(x—2)(x+2) > 142? = 222 -8 > 1422 = —122%2—8 > 0. Comme f(0) = —8, aucun
x satisfait I'inéquation. En tenant compte des conditions : aucun x satisfait I'inéquation.
S =] —2,00]

dy1>1—=1L_15_1 (domaine de définition : R\{0})
cas1l:2zx>0(=2>0):

9> —2r = —4.5 < x = x > —4.5. En tenant compte des conditions : = > 0.

cas 2 : 2z < w(= 2 <0):

9< —2x = —4.5 < x = x < —4.5. En tenant compte des conditions : x < —4.5.
S={zx:z<—-450uz>0}

(r —1)2 >0 = 22 —-2x+1 > 0. zéros : 1. f(0) = 1. Tous les = sauf 1 satisfont
I'inéquation. S = R\{1}

|z 4+ 3] >7

Selon la définition de la valeur absolue :
Siz+32>0,alors [t +3|=2+3

Siz+3<0,alors |+ 3| = —(z + 3).
casl:z4+3>0=z> -3
Deplus:|z+3|=2+3>7=x >4

En tenant compte des conditions : x > 4

cas2: |z +3|=—(z+3)=—2-3>7= 2 < —10;
En tenant compte des conditions : Sy =] — 0o, —10]
S={x:z>4}

dlz-1>4d=|z—-1]>1

Selon la définition de la valeur absolue :
Siz—1>0,alors [z —1|=2z—-1

Siz—1<0,alors |z — 1| = —(z —1).
casl:z—1>20=zxz>1

deplus: [z —1|=2—-1>1= 2> 2;

En tenant compte des conditions : z > 2
cas2:z—-1<0=2x<1
Deplus:|z—1=—(z—1)=—2z+1>1=2<0;
En tenant compte des conditions : x < 0
S={zx:x<0oux>2}

|z —1] >0

Selon la définition de la valeur absolue :
Siz—1>0,alors [z —1|=2—1

Siz—1<0,alors |z — 1| = —(z —1).
casl:z—1>20=2x>1
Deplus:|z—1l=2-1>0=2x>1,

En tenant compte des conditions : x > 1
cas2:z—-1<0=2z<1

Deplus: jz—1l=—(z—-1)=—2+1>0=2—-1<0=2<1;
En tenant compte des conditions :z < 1.
S={z:x<louz>1}=R\{1}

241 > 0

Selon la définition de la valeur absolue :

St 2571 > 0, alons [ 2571 — 221

Si 221 <0, alors |25 | = — 224

cas1:2ZH >0=22+1>0=2> —(1/2)

De plus : [25H | = 285 > 9 — 27 41> 36 = 22 > 35 =z > 17.5
En tenant compte des conditions : x > 17.5



cas2: ZH < 0= 22+1<0=2< —(1/2)

De plus : [25H | = — 221 5 9 — 27 4+ 1 < —36 => 22 < —37 = 2 < —18.5
En tenant compte des conditions : x < —18.5

S ={x:<-1850ux > 175}

(t) vz +4 < 2 (domaine de définition {z: 2 > 0}) =4 < /x = = > 16

(u) v3z + 1> 8 (domaine de définition {:3z+1>0} ={z:z > —(1/3)})
= 3z+1>64—=— 3z >63 = x>63/3

(v) Vo +2>+x—2 (domaine de définition: {z : 4+2 > 0}N{z: -2 >0} = {z: 2 > 2})
= c+2>r-2=2> -2 Alors S = [2, ]

3. y1 =80+ 0.56x;y2 = 75+ 0.58x
80+ 0.56z >y =754 0.58x =
—0.022 > -5 = 0.02x < 5 = = < 250. A est plus cher, si x < 250 km.

4. Les trois coté du triangle sont a, b et ¢, et a est le coté le plus long. Par conséquent il faut
que %b“ >a<=a+b+c>2a <= b+c>a (laderniere proposition est vraie pour un
triangle. Avec b+ ¢ < a, on ne peut pas dessiner un triangle!).



